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Documents autorisés : livre de mécanique quantique de Jean-Louis Basdevant et Jean Dalibard,
copies des diapositives, notes personnelles de cours et de PC.

L’exercice sera rédigé sur une copie jaune, le probléme sur une copie blanche.

Exercice (sur 4 points) : Etat fondamental de ’atome d’Hélium

L’objectif de cet exercice est de déterminer une valeur approchée de I’énergie du niveau
fondamental de 'atome d’hélium (Z = 2) a laide de la méthode variationnelle. On utilisera
pour cela la fonction
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olt A est un parametre réel positif et a; = h?/(mee?) est le rayon de Bohr. On rappelle que

la fonction obtenue dans le cas ou A = 1 correspond a I’état 1s de ’atome d’hydrogene et on
admettra que la fonction 1 (7) est normée pour toute valeur de A. On donne les intégrales
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est ’énergie d’ionisation de 'atome d’hydrogéne. On numérote 1 et 2 les deux électrons et on
décrit 'atome d’hélium a 1’aide de 'hamiltonien H = Hy + Hy + W = Hy + W, avec
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On utilise comme fonction d’essai I'état [Wy) = [1: ¥)) ®]2: ¢¥)) @ |x) ou A est un parametre
variable et |x) décrit 1’état de spin des deux électrons.

1. Expliquer pour quelle raison il n’existe qu’un seul choix admissible, que ’on précisera, pour
létat |x). On pourra donc omettre cet état dans la suite des calculs et utiliser simplement la
partie orbitale de la fonction d’onde, que l'on pourra écrire Uy (71, 72) = Y (T1)UA(T2).

2. Dans un premier temps, on néglige le terme d’interaction W entre les deux électrons.
2.1 Montrer que E()), valeur moyenne de Hy = H;+ Hj dans état |¥)), est égal & 2(A\2—4\) EJ.
2.2 En déduire la valeur optimale du parametre A.
2.3 Exprimer 'énergie optimale a I'aide de E7j.
2.4 Donner une interprétation physique des valeurs obtenues pour A et pour I’énergie.

3. On prend maintenant en compte ’hamiltonien complet H=Hy+ w.

3.1 Calculer l'expression de E(\), valeur moyenne de H dans létat | W)



3.2 En déduire la valeur optimale du parametre A.
3.3 Donner une interprétation physique de la valeur numérique obtenue pour .
3.4 Exprimer ’énergie optimale, d’abord en fonction de £ puis en eV.

3.5 La méthode des perturbations au premier ordre appliquée au méme probleme (le terme
perturbatif étant W) donne un niveau fondamental d’énergie égale a -74.8 eV. Sans com-
parer avec la valeur expérimentale, établir un argument permettant d’affirmer lequel des
deux résultats précédents - obtenus par la méthode variationnelle ou par la méthode des
perturbations - est le plus proche du résultat exact.

Probléme (sur 16 points) : Alignement moléculaire

Un domaine scientifique actuellement tres actif est le controle de réactions chimiques par la-
ser. Cette approche vise a privilégier certains chemins réactionnels en ajustant les caractéristiques
d’une impulsion laser ultra-bréve de forme temporelle optimisée pour réaliser des réactions chi-
miques inaccessibles par les méthodes conventionnelles. L’efficacité d’une réaction chimique
dépendant de maniere cruciale de l'orientation relative des molécules impliquées, une étape
préalable est le controle par laser de I'orientation spatiale d’une molécule. Dans ce contexte, on
s'intéresse dans ce probleme a l’alignement moléculaire par laser d’une molécule de dioxygene.

A D'exception de la toute derniere partie du probleme, on ne se préoccupera pas du principe
de Pauli, ce qui signifie que les deux noyaux d’oxygene, numérotés 1 et 2, seront supposés
discernables. On ne s’intéressera ni a ’état électronique, ni au mouvement du centre de masse
de la molécule, qui sera supposé placé a 'origine du repere cartésien utilisé. On s’intéresse donc
uniquement au mouvement rotationnel, la molécule étant traitée comme un rotateur rigide de
longueur a dont 1’état sera entierement décrit par une fonction d’onde angulaire Y (0, ¢). Comme
représenté ci-dessous, les angles 6 et ¢ reperent en coordonnées sphériques la position du noyau
d’oxygene numéroté 1, de coordonnées cartésiennes x = (a/2)sinf cos ¢, y = (a/2) sinfsin ¢ et
z = (a/2)cos.

1. Modele du rotateur rigide

1.1 Dans le cadre du modele évoqué dans I'introduction, quelle est la dimension de 1’espace de
Hilbert associé aux seuls degrés de liberté rotationnels de la molécule ?

1.2 Que représente la grandeur |Y (6, )|??

1.3 On développe la fonction d’onde Y (6, ) dans la base des harmoniques sphériques {Y7,,,(6, )},
que l'on notera également sous la forme {|¢, m)}. Rappeler les valeurs possibles pour ¢ et m.

1.4 On rappelle que 'hamiltonien du rotateur rigide s’écrit

L2
Hy=— 1
0= (1)

ot L? est le carré de 'observable moment cinétique et I est le moment d’inertie de la
molécule (défini pour un mouvement de rotation autour d’un axe perpendiculaire & celui de
la molécule). Montrer que I:IOM, m) = hwe|¢,m), ou 'on déterminera 1’expression de wy.

1.5 On considére un état initial [¢)(0)) arbitraire. Exprimer [¢(t)) dans la base {|¢,m)} a I’aide
des wy et des coefficients Cp,,, = (¢,m|10(0)). N.B. : dans tous le probléme, afin d’alléger



les notations, on n’explicitera pas les bornes des sommes sur £ ou m, étant entendu que les
coefficients Cy , seront automatiquement nuls des lors que m sort de l'intervalle autorisé.

1.6 On considere une grandeur physique A associée a ’observable A. Donner D'expression de
la valeur moyenne de A en fonction du temps, notée (A)(t), sachant que le systeme est
placé dans I'état |¢(t)) considéré ci-dessus. On exprimera le résultat a 1’aide des grandeurs
Wyerg = Wyr — Wy.

1.7 En examinant l'expression de wyrp, montrer que (A)(t) peut se mettre sous la forme d’une
série de Fourier
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On ne cherchera pas a expliciter les coefficients de Fourier A; mais on montrera que T =
271 /h. Que peut-on dire de (A)(t + Tg)?

1.8 Montrer que I = mpa?/2, oit mo est la masse du noyau d’oxygene et a est la distance entre
les deux noyaux, puis calculer en picosecondes (ps) la valeur numérique de Tr. On donne
a = 121 pm, h = 1.05 10734 Js, la masse d’un nucléon, m,, = 1.67 10727 kg et on suppose
que l'isotope utilisé pour 'oxygene est le plus abondant dans la nature, a savoir 120.

2. Alignement moléculaire
Etant données les coordonnées cartésiennes (z, y, z) du noyau d’oxygene numéroté 1, on introduit
la grandeur Z = z/(a/2) = cosf. La molécule sera dite parfaitement alignée selon laxe z
si Z = 41, soit 8 = 0 ou 0 = 7, et elle sera dite parfaitement anti-alignée si Z = 0, soit
6 = 7/2. Ces deux situations extrémes correspondent respectivement & Z? = 1 et Z? = 0. La
quantité Z2 = cos? § est donc la grandeur physique qui sera utilisée par la suite pour caractériser
Palignement de la molécule.

2.1 On raisonne, uniquement dans cette question, de maniere classique et on considére un en-
semble de molécules orientées de maniere équiprobable dans toutes les directions de ’espace.
On effectue une moyenne sur toutes les molécules, notée Z2, de la valeur de Z2. A l'aide
d’un argument de symétrie, montrer que Z2 =1 /3, ce qui correspondra a une situation ou
les molécules sont dites non alignées.

Pour toute la suite du probléme, on rappelle que les harmoniques sphériques s’écrivent Yy, (0, ¢) =
Fym(0) exp(imep), ot Fy ., (6) est une fonction réelle. On donne en outre l'identité

Fy1n(0) cos 0 = agmFri1.m(0) + BemEFr—1,m(0) (3)

0t g et Bom sont des coefficients réels connus dont l'expression explicite en fonction de ¢ et
m ne sera pas nécessaire, sauf dans le cas particulier de la question 2.5. On aura naturellement

Bee = 0.

2.2 On se propose dans cette question de vérifier I’éq. 3 dans le cas particulier ou m = £. On
donne pour cela 'expression de I'opérateur L_ en coordonnées sphériques

g n icos@ﬂ
a0 sin @ Jp

L_ =he ™ (— (4)
et on rappelle que Fy,(6) sin’ 6. En écrivant de deux manitres différentes I’action de
l'opérateur L_ sur I’état |[£ + 1,4+ 1), montrer que Y (6, ) cos @ est effectivement propor-
tionnel & Y41 ¢(0, ¢), en accord avec I’éq. 3. On ne cherchera pas a déterminer le coefficient
de proportionnalité oy .

2.3 On considére l'observable Z associée & la grandeur physique Z = cosf. A Paide de 1'éq. 3,
exprimer dans la base {|¢,m)} l'action de Z sur un état |¢, m) donné.

2.4 Calculer le carré de la norme de Z|¢,m) et en déduire I'expression de (£, m|Z2[¢,m).



2.5 Sachant que oy = 1/v/20 4 3, déterminer la valeur de (Z 2) pour une molécule placée dans
I’état associé a m = £. Interpréter le résultat obtenu dans le cas m = £ = 0 puis dans le cas
m=4£0>1.

3. Evolution temporelle de 1’alignement moléculaire
On suppose dorénavant que le systéme est placé dans 1’état |¢(¢)) introduit en 1.5 et on s’intéresse
a I’évolution temporelle de I'alignement de la molécule.

3.1 Exprimer Z|4(t)) dans la base {|¢,m)}.

3.2 En procédant comme en 2.4, déterminer la valeur moyenne de Z2, notée (Z?)(t), que I'on
écrira sous la forme

+oo
(Z*)(t) = A+ ReB(t) ou B(t)= Z By, exp (—ik;;t) (5)
k=1

On montrera que By, est nul lorsque k est pair et on exprimera A et By a l’aide des coefficients
Cg,m, Qg gy €1 Bé,m-

3.3 Que peut-on dire de (Z2)(t + Tg)?

3.4 Que peut-on dire de B(t + Tr/2)?

3.5 {y étant un nombre entier fixé, on suppose dans cette question que seules deux valeurs du
moment angulaire, associées aux nombres ¢y — 1 et £y + 1, contribuent & 1’état initial |¢)(0))
(Com = 0sil# Ly —1o0ul#Lly+1). Pour quelle valeur kg de k le coeflicient By, sera-t-il
non nul ? Que peut-on en conclure sur Pévolution temporelle de la fonction (Z2)(t) ?

3.6 La Fig. 1 représente un exemple pour lequel les coefficients de Fourier suivent une distribu-
tion gaussienne (a) définie par

(k — ko)?
) ©)

pour k impair, et By = 0 pour k pair. On obtient alors un signal transitoire (b) décrit par

une porteuse (oscillation rapide) modulée par une enveloppe.

— Quelle est la fréquence de la porteuse ?

— Quel parametre gouverne la largeur de 'enveloppe 7

— Dans le cas représenté, quelle est d’apres vous la valeur de la phase 67

— Représenter schématiquement la courbe que 1’on obtiendrait pour Re B(t) en remplagant
cette derniere valeur de 6 par 6 — 7 /2.
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FIGURE 1 — (a) Distribution gaussienne de valeurs de By, centrée autour de kg = 11 pour Ak = 3.
(b) Signal transitoire associé ReB(t) représenté en unités arbitraires au voisinage de t = 0.

4. Analyse des données expérimentales
A T'aide d’un laser femtoseconde, on effectue au voisinage de I'instant g = 0 un alignement partiel
d’un ensemble de molécules. Apres cet alignement transitoire, le systeme évolue librement sous
Paction de ’hamiltonien Hy. On mesure ensuite & I'instant ¢ la grandeur s(t) = (Z2) — 1/3
représentée Fig. 2.
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FIGURE 2 — Mesure expérimentale de la grandeur (Z2)—1/3, reportée en unités arbitraires, pour
une assemblée de molécules de diozygéne en phase gazeuse. On n’attachera pas d’importance a
la forme particuliere du signal autour de t = 0, résultant de la présence de limpulsion laser
d’alignement. Adapté a partir de la thése de Vincent Loriot, préparée a I’Université de Bourgogne
sous la direction d’Olivier Faucher et Edouard Hertz (tel.archives-ouvertes.fr/tel-00660050).

4.1 La période du signal observé est-elle en accord avec la valeur de Tg calculée plus haut ?
4.2 La relation entre les signaux transitoires observés en (c) et (e) est-elle conforme & la théorie ?

4.3 En vous inspirant de la question 3.6, discuter qualitativement la forme temporelle du signal
transitoire observé en (e). Donner un ordre de grandeur de la valeur de ¢y correspondant au
centre de la distribution de moment angulaire et de la phase 6 telle que défini en 3.6.

4.4 Parmi les six signaux transitoires observés dans les données expérimentales (a-f), lesquels
étaient a priori attendus dans le cadre de la théorie développée plus haut ?

5. Prise en compte du principe de Pauli

Afin d’interpréter les résultats expérimentaux non élucidés lors de la partie précédente, on prend

maintenant en compte la nature indiscernable des deux noyaux d’oxygene. On appliquera donc le

principe de Pauli en s’intéressant a 'opérateur d’échange Pjs entre les deux noyaux. A I'exception

de la derniére question, on ne prendra pas en compte ’état de spin des noyaux car l'isotope 120

a un spin nul. En outre, 'action de 'opérateur Pjg laisse I'état électronique (partie orbitale et de

spin) inchangé puisque le potentiel Coulombien produit par les noyaux n’est pas affecté lors de

I’échange. On admettra donc que ’échange entre les deux noyaux revient simplement a changer

7 en —7 dans 1’état rotationnel de la molécule, ce qui est donc équivalent a I’action de 'opérateur

parité II. On rappelle que I1|¢,m) = (—=1)°|¢,m).

5.1 Donner deux arguments permettant d’affirmer que l'isotope utilisé pour le noyau d’oxygene,
180, est un boson.

5.2 Que peut-on en conclure sur l'effet d’'un échange des deux noyaux d’oxygene sur l’état
quantique du systeme ?

5.3 Quelles sont les valeurs de ¢ pour lesquelles le coefficient Cy,,, = (¢, m|¢)) peut étre non nul?

5.4 La théorie prenant en compte ce nouvel élément est-elle maintenant conforme a ’expérience 7

5.5 Pouvez-vous expliquer la forme temporelle des différents signaux transitoires ?

5.6 Que donnerait ’expérience si on remplacait I'un des deux noyaux d’oxygene de la molécule
par l'isotope 1%0 ?

5.7 Que donnerait I'expérience si on remplagait les deux noyaux d’oxygene 120 par 'isotope
1%0, sachant que le spin de ce dernier isotope est égal a 1/2. On wveillera a prendre en compte
I’état de spin nucléaire des deux noyauzr dans la description de l’état de la molécule et on
admettra que les différents états de spin nucléaire sont équiprobables, ce qui signifie que I’on

aura trois fois plus de chance de trouver une molécule dans un état triplet que dans un état
singulet.



Corrigé

Exercice

1. D’apres le principe de Pauli, I’état quantique des deux électrons — qui sont deux fermions
indiscernables — doit étre antisymétrique par échange des deux particules. Comme la partie
orbitale est symétrique, il est nécessaire que I’état de spin soit antisymétrique. Or dans I'espace
de dimension 4 associé a I’état des deux spins 1/2, seul I’état singulet |s = 0,m =0) = (| +—) —
| — +))/V2 est antisymétrique. On a donc |x) =|s =0,m =0) = (| + =) — | — +))/V2.

2. Cas sans interaction entre les deux électrons

2.1 Comme (Uy|¥))=1, on a

E(X\) = (U H1[Wy) + (V5| Hy|T))
= (L o[ H[1: 9ha) (20 9a[2: 4h0) + (1 9hal1: 900)(2: ¢a|Ha|2: )
= 2(a|Hn[n) = 2(\* — 4N E

2.2 En dérivant par rapport a A, on obtient ’équation 2A — 4 = 0, soit Ay, = 2.
2.3 On en déduit £ = —8E].

2.4 Les deux électrons étant indépendant, le probleme se ramene a celui d’un électron dans
le potentiel Coulombien d’'un ion de charge Z = 2, ce qui revient & changer e? en 2¢? dans
I’harmiltonien de l'atome d’hydrogene. On retrouve donc la méme fonction d’onde que pour
I’hydrogene mais en remplacant le rayon de Bohr a; (proportionnel & 1/e2?) par a;/2. Clest
précisément la fonction d’essai pour A = 2. L’énergie d’un électron, proportionnelle & e*, est
multipliée par 4. L’energie des deux électrons est donc égale & —8FE7. On note que le résultat
obtenu par la méthode variationnelle est exact car la fonction propre fait partie de ’espace des

fonctions d’essai.
3. Cas de ’hamiltonien complet

3.1 1l faut ajouter (Uy|W|®,), soit

(el WL vz = [ 5 H“ A ) e = SAE,

On en déduit

4
3.2 En dérivant on obtient 4\ — 27/4 = 0 soit Apin = 27/16 ~ 1.69.

3.3 La fonction d’onde associée serait celle correspondant & un électron unique évoluant dans
le potentiel d’'un noyau de charge 1.69. Cette valeur est inférieure a celle du noyau d’hélium car
le potentiel est partiellement écranté par le champ moyen (répulsif) créé par I'autre électron.

3.4 On obtient £ = —729F;/128 = —5.7TE; = —77.5 V.

3.5 On sait que la méthode variationnelle donne une borne supérieure du résultat exact, qui
est donc inférieur a -77.5 eV. Le résultat supérieur obtenu par la méthode perturbative, -74.8
eV, est donc nécessairement moins bon que celui obtenu ici par la méthode variationnelle. Cette
affirmation est confirmée par le résultat experimental, qui vaut -78.9 eV.
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E\) = <2)\2 — 8\ + 4)\> Er = <2)\2 — )\> E;

Probleme

1. Modele du rotateur rigide

1.1 Il y a deux degrés de liberté mais I’espace de Hilbert est de dimension infinie. Les harmo-
niques sphériques constituent une base hilbertienne de cet espace.



1.2 |Y(6,¢)|? est la densité de probabilité d’orientation de 'atome 1 de la molécule selon les
angles sphériques 6 et . Plus précisément, |Y (6, )|? sin dfdy est la probabilité que les deux
angles sphériques soient compris dans les intervalles [0, 0 + df)] et [p, ¢ + dy].

1.3 / peut prendre n’importe quelle valeur dans N tandis que m est un nombre entier compris
entre —/ et +/.

1.4 Par déﬁnitiqn des harmoniques sphériques, états propres communs de L% et ﬁz, on a
immédiatement Hy|l, m) = hwy|l, m) avec wy = £(¢ + 1)h/(2]).

1.5 On peut décomposer |¢(0)) dans la base {|¢,m)} :

(0)) = > Comlt,m)
lm

On a alors immédiatement

[(8)) =D Come™ [, m)

lm
1.6 On a
(A)(1) = WOLAD) = 3 CpuCor exp(—itopet) (. m| Al m)
£m, 0’ m’
1.7 Les différences entre fréquences intervenant dans l’expression ci-dessus s’écrivent
_ ho Ch (W +1) L(L+1)
ww—we’—wz—ﬂ(é(ﬁ+1)—£(€+1))_I( 5 -

Sachant que 'un des deux nombres £ ou £+ 1 est nécessairement pair, on en déduit que le produit
¢(£ + 1) est obligatoirement pair, donc £(¢ 4 1)/2 est entier, de méme que ¢'(¢' +1)/2. wp 4 est
donc un multiple de i/I qui peut s’écrire kh/I ou k est entier. En regroupant les termes associés
aux méme valeurs de la fréquence, on peut donc écrire

(A)(t) = f Ay exp <—i7;/~zt>

k=—o00

11 s’agit de la décomposition en série de Fourier d’une fonction périodique de période T = 271 /h.

On vérifie immédiatement qu’en remplagant ¢ par t+7, il apparait un facteur exp(—ik(h/I)Tr) =
exp(—i27k) = 1.

1.8 On peut négliger les électrons, dont la masse est trois ordres de grandeur inférieure a celle

des nucléons. Par ailleurs, la taille des noyaux est trés inférieure & a, donc on peut calculer le

moment d’inertie en considérant deux masses ponctuelles situées & une distance a/2 du centre

de gravité, soit I = 2mp(a/2)? = mopa?/2. L'isotope 8O est constitué de 16 nucléons donc

mo = 16m,, et T = 16mm,a®/h = 11.7 ps.

2. Alignement moléculaire

2.1 On peut définir de la méme maniere les grandeurs X = z/(a/2) et Y = y/(a/2). Le vecteur
(X,Y, Z) est un vecteur unitaire car la liaison O3 a pour longueur a. Donc X2 +Y?2 + 272 = 1 et
X2 4+Y2 4 Z2 = 1. Pour une assemblée de molécules orientées de maniére aléatoire dans toutes
les directions de 1’espace, les trois axes jouent le méme role et on a donc 3Z22=1et Z22=1 /3.

2.2 On a d’une part L |0+ 1,0+ 1) oc [¢ + 1,£) et d’autre part

- . 0 cosf 0 -
L_Y, 0 he ™ [ —= +i — ) et De ginttlg
er1er1 (0, 0) oche < 6 " 'sing 8(,0)6 s
. .0 4
xe ¥ (—(6 +1)cos@sin’ 6 + iZ?bei(ﬁ +1)sin‘*? 9> el
in

o €% cos §sin 0

o cos 0Y7 (0, )



En comparant les deux relations, il vient cos 6 Y 4(6, ¢) o< Yp11.0(6, ¢), ce qui redonne bien I'éq. 3
dans le cas m = ¢ (apres division par exp(ilyp)).

2.3 En multipliant I’éq. 3 par exp(img), on obtient
(cos 0)Yem (0, ¢) = aomYer1,m(0,0) + BomYe-1,m(0, )
que 'on peut encore écrire
2|€, m) = agm|l +1,m) + Bem|l — 1,m)

2.4 On remarque que (Z2) = ({,m|ZZ|¢,m) = || Z|¢,m)||? car Z est une observable. En prenant
le carré de la norme du vecteur obtenu a la question précédente, on obtient (¢, m\22|€, m) =
a%,m + B(?,m

2.5 On a ((,0|Z2¢,0) = 04%’@ = 1/(2¢ + 3). Dans le cas m = £ = 0, on trouve (Z?) =
1/3, ce qui correspond & une molécule non alignée. Ce n’est pas surprenant car la fonction
Yo0(6,9) =1/ V4T est totalement isotrope, ce qui signifie que la molécule est orientée de maniere
équiprobable dans n’importe quelle direction. A l'inverse, lorsque m = £ > 1, on trouve que
(Z?) tend vers zéro, ce qui correspond & une molécule anti-alignée, c’est & dire orientée dans le
plan perpendiculaire & z. Ceci est dit & la forme de 'harmonique sphérique en sin’ 6, qui est trés
fortement concentrée sur ’équateur lorsque £ > 1.

3. Evolution temporelle de 1’alignement moléculaire
3.1 Appliquons Popérateur Z a l'état
(1) = > Come ™[, m)
lm
On obtient
ZI(t) =Y Come ™" (gmll+1,m) + Bymll — 1,m))

lm

= Z (Céfl,maffl,me_iweilt + CZ+1,m/3€+l,m€_iwz+lt) |£7 m>

lm

3.2 On procede comme dans la partie précédente en prenant le carré de la norme du vecteur
calculé ci-dessus, ce qui donne

<Z2> = Z (|Cé—l,m‘2a?—17m + |C€+1,m|2ﬁl?+17m + 2Re C;—LmCf-{—l,mo%—1,mﬁ€+1,m6_i(wz+1_weil)t)

£m

On obtient donc I'expression demandée avec

A= Z (‘Cffl,mﬁa?fl,m + ’CZ+17m‘2662+1,m)

lm
et '
B(t) - Z 202;1,mCEJrl,maéfl,m6€+l,me_l(wz+1_we_l)t
lm
On a
h h 2
WeHl — We-1 = o% (l+1)(+2)—(—-1)) = 5(45 +2) = T—R(%Jr 1)

On en conclut que seuls les termes impairs contribuent a la série de Fourier (By = 0 pour k
pair). Pour k = 2¢ + 1 impair, on a

By =2 Z Cr1.mCor1mu—1,mBer1,m
m



3.3 La fonction est périodique de période Tr, comme n’importe quelle autre grandeur physique.
Donc si la molécule est alignée (ou anti-alignée) a l'instant tg, elle le sera également a l'instant
to+ Tr.

3.4 Au bout d’un intervalle Tr/2, B(t) est multiplié par

exp(—i(27/TR)(20 + 1)TR/2) = exp(—im) = —1.

Donc B(t +Tr/2) = —B(t).
3.5 Dans l'expression de By, il faut que Cy_1 p, et Cpq1 4, soient simultanément non nuls, ce qui
impose ici £ = £y et kg = 24y + 1. On aura alors

2
B(t) = Bko exp <—ik07rt>
Tr

ce qui signifie que la fonction (Z2) suivra une évolution sinusoidale de période Tg/(26y + 1).

3.6 La fréquence de la porteuse est ko/Tr, soit 11/Tg, ce qui correspond & une période de
Tr/11, en bon accord avec (b). Le parametre qui gouverne la durée de 'enveloppe est Ak. Plus
Ak est grand, plus I'enveloppe est bréve (comme pour tout couple de variables conjuguées par
transformée de Fourier, comme par exemple x et p,). Le signal représenté en (b) est le produit
d’une enveloppe par une porteuse en sin 27kot/Tr = Re (i exp(—i2mkot/TR)), donc 0§ = 7/2. Si
on retranche 7/2 a #, on aura un signal en cosinus, dont le maximum coincidera avec le sommet
de I'enveloppe, comme représenté ci-dessous.
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4. Analyse des données expérimentales

4.1 On observe effectivement un signal périodique, la période pouvant par exemple étre déterminée
par 'intervalle de temps entre les transitoires (b) et (f). On mesure des pics centrés respective-
ment & 2.9 ps et 14.55 ps, ce qui fait 11.65 ps, en excellent accord avec la valeur théorique de
11.7 ps.

4.2 Les signaux en (c) et (e) sont exactement opposés, en parfait accord avec la relation B(t +
Tr/2) = —B(t) établie plus haut.

4.3 Le signal transitoire observé en (e), exactement une période apres l'excitation en t = 0, a
I’allure d’une sinusoide alternant anti-alignement et alignement, a I’intérieur d’une enveloppe tres
breve. On en déduit que les composantes de Fourier sont imaginaires pures, et plus précisément
que # = /2 comme dans l’exemple de la question 3.6. La demi-période d’oscillation est de
lordre de 200 fs, ce qui donne une période de 7" = 400 fs. Celle-ci est égale a Tr/(2(y + 1),
d’ott 'on déduit £y = (Tr/T — 1)/2 = 14. La brieveté du transitoire indique une distribution de
moments angulaires tres large autour de cette valeur.

4.4 On s’attendait a prior:i a un signal transitoire en ¢ = 0 au moment de l'excitation par le
laser, puis a une réplique changée de signe une demi-période plus tard, puis a nouveau a une
réplique une période apres ’excitation, conformément aux signaux observés respectivement en
(a), (c) et (e). Mais rien dans la théorie ne laissait présager les transitoires observés en (b), (d)
et (f).

5. Prise en compte du principe de Pauli

5.1 Le spin nucléaire nul et le nombre de nucléons pairs sont deux arguments indiquant qu’il
s’agit d’'un boson.



5.2 L’état du systeme doit donc rester inchangé lorsqu’on échange les deux noyaux d’oxygene.

5.3 Les deux noyaux d’oxygene étant diamétralement opposés, leur échange revient a changer
7 en —7. On doit donc avoir la relation II|¢)) = |¢). Dans la base |¢,m), cela se traduit par la
condition (—1)£Cg,m = Cym, ce qui implique que Cy ,, est nul des lors que ¢ est impair. On en
conclut que seules les valeurs paires de £ sont autorisées.

5.4 Si on pose £ = 2p, avec p entier, les fréquences intervenant dans I'expression de (Z2)(t)
s’écrivent maintenant . o
T—R(% +1)= Tr
Les seuls coefficients By, dans la décomposition de Fourier de B(t) doivent donc vérifier k = 4p+1.
On peut en déduire

W1 — W1 = (4p+1)

—+00

B(t+Tgr/4) = Z Bypy1exp (—i(4p + 1);;;@ + TR/4)> = —iB(t)
p=0
On s’attend donc & ce qu’il y ait une remise en phase des différentes composantes de Fourier
quatre fois par période, ce qui explique les transitoires supplémentaires observés a Tr/4 (b),
3Tr/4 (d), et 5Tr/4 (f).

5.5 A chaque quart de période le signal est multiplié par —i, ce qui, conformément & ce qui a
été vu en 3.6, explique parfaitement le déphasage de 7/2 observé dans les transitoires successifs :

sinus, cosinus, - sinus, -cosinus, sinus, etc.

5.6 Si on remplacait I'un des deux noyaux d’oxygene par un isotope, les deux noyaux devien-
draient discernable et la théorie développée a la partie précédente s’appliquerait. On aurait donc
disparition des pics (b), (d) et (f), avec en outre une valeur de Tx tres légérement diminuée en
raison de la diminution du moment d’inertie liée a la masse plus légere de I'isotope choisi.

5.7 Dans le cas d'une molécule avec deux noyaux de 1%0, il faut & nouveau appliquer le principe
de Pauli mais pour des fermions. On doit donc avoir II|¥) = —|¥), en tenant compte 2 la fois de
’état rotationnel et de I’état de spin. Pour des molécules dans I’état singulet (antisymétrique), il
faudra donc que £ soit pair, comme plus haut. Pour des molécules dans I’état triplet (symétrique),
£ devra étre impair. On a alors k =2+ 1 =4p + 3 et

“+oo
B(t+Tgr/4) = Z Bypi3exp <i(4p + 3);;;(75 + TR/4)> =iB(t)

p=0
Les transitoires a T'/4 et 3T/4 des molécules dans 1’état triplet seront donc en opposition de
phase par rapport a ceux des molécules (moins nombreuses) dans ’état singulet. On aura donc
une interférence partiellement destructive et les transitoires a 7'/4 et 37'/4 seront moins intenses
que ceux & T'/2 et T'. C’est effectivement ce que ’on observe expérimentalement, comme illustré
par la figure ci-dessous (également extraite de la theése de Vincent Loriot) dans le cas de la
molécule d’azote. Il s’agit dans ce cas de bosons de spin 1 - ce qui est un peu différent du
cas traité dans cette question méme si I’on retrouve encore ’aternance entre des interférences
constructives et destructives pour les transitoires sucessifs en raison du nombre différent d’états
de spin symétriques ou antisymétriques.
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