PHY 430 : PHYSIQUE QUANTIQUE AVANCEE Promotion 2014

PC3 : Modele de I’électron presque libre

On s’intéresse dans cet exercice a un modele de cristal unidimensionnel comme celui vu lors du
deuxieme amphi. On écrit 'hamiltonien sous la forme
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ou V(x) est un potentiel périodique de période a.
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Dans le cadre du modele dit de I’électron presque libre, on suppose en outre que 'amplitude du
potentiel périodique est suffisamment faible pour qu’on puisse considérer V' comme une perturbation
par rapport & ’hamiltonien Hy = p2/(2m.).

1. Cas de l’électron libre (V = 0)

(a) Rappeler, dans le cas ou V = 0, 'expression des fonctions propres ¢,(x) — sans chercher a les
normaliser — et des valeurs propres Ey(q) en fonction du vecteur d’onde q.

(b) Afin de pouvoir normaliser les fonctions propres obtenues ci-dessus, on se limite au cas d’un cristal
de longueur finie L = Na, ou N > 1, et on utilisera les conditions aux limites périodiques (voir
section 4.4 du livre) pour éviter les effets de bord. Ceci revient a supposer que les fonctions d’onde
sont définies pour toute valeur de x € R avec la condition ¢(x + L) = ¢ (z). Le produit scalaire
hermitien entre deux états |¢)1) et 19) sera alors simplement défini par
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En déduire les valeurs permises pour ¢ et l'expression correctement normalisée des fonctions
propres ¢q(x).
(c) Vérifier explicitement que les états |q) (associés aux fonctions d’onde ¢4(z)) sont orthonormés.
2. Approche qualitative. On considere une onde plane ¢4(x) se propageant dans le cristal. On
décrit ici le role du potentiel atomique en supposant que chaque atome du cristal réfléchit partiellement
I'onde incidente ¢g4(z).
(a) Quel est le déphasage 9 entre les ondes réfléchies par deux atomes consécutifs ?
(b) En déduire dans quelle situation le potentiel atomique va significativement modifier la fonction
d’onde du systeme.

3. Eléments de matrice de V. On rappelle qu'une fonction périodique comme V() peut s’écrire
sous la forme d’une série de Fourier
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V(z) étant une fonction réelle, on aura en outre V_,, = V,*.

(a) Exprimer 1’élément de matrice (q|V|¢') & Daide des coefficients de Fourier V,.

(b) Montrer que élément de matrice (¢|V|¢’) est non nul seulement lorsqu’il existe une relation bien
précise entre g et ¢/. Calculer le résultat obtenu dans ce cas.

4. Application de la méthode des perturbations

(a) Quelle est la dégénérescence du niveau d’énergie Ey(q) ?

(b) Ecrire la matrice de la perturbation V restreinte & Despace propre associé au niveau E (q). Que
dire des éléments non diagonaux ?



(c) Appliquer la méthode des perturbations au premier ordre

(d) Retrouve-t-on le résultat qualitatif obtenu & la question 27

(e) Le résultat obtenu est-il physiquement acceptable ?

5. Prise en compte des niveaux quasi-dégénérés

(a) Pour une valeur donnée de ¢, montrer que ’hamiltonien H = Hy+V laisse stable I’espace propre
engendré par les états du type {|q + n27/a),n € Z}.

(b) Pour ¢ positif voisin de nr/a, montrer qu’il est légitime de se contenter de diagonaliser la restriction
de ’hamiltonien a l’espace de dimension deux engendré par |q) et |¢ — 2nw/a).

(c) En déduire 'expression de E(q) pour ¢ voisin de nw/a.

(d) Représenter la fonction E(gq) pour I’ensemble des valeurs de q.
6. Théoréeme de Bloch

(a) Les résultats obtenus ci-dessus sont-ils conformes au théoréeme de Bloch ?

(b) Représenter les bandes d’énergies obtenues plus haut en fonction d'un vecteur d’onde k € [—7/a, 7/al.



