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si j'écris |'expression

||5II + 37

dois-je obtenir

une erreur a la compilation ? (OCaml, Rust, Go)
une erreur a |'exécution ? (Python, Julia)
I'entier 427 (Visual Basic, PHP)

la chaine "537" ? (Java, Scala, Kotlin)

un pointeur? (C, C++)

autre chose encore ?

et qu'en est-il de

37 / lI5"
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typage

et si on additionne deux expressions arbitraires
el + e2

comment déterminer si cela est légal et ce que I'on doit faire le cas
échéant?

la réponse est le typage, une analyse qui associe un type a chaque
sous-expression, dans le but de rejeter les programmes incohérents
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a quel moment ?

certains langages sont typés dynamiquement : les types sont associés
aux valeurs et utilisés pendant I'exécution du programme

exemples : Lisp, PHP, Python, Julia
d’'autres sont typés statiquement : les types sont associés aux
expressions et utilisés pendant la compilation du programme
exemples : C, C++, Java, OCaml, Rust, Go

c’est ce second cas que |I'on considére dans ce cours
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remarque

un langage peut utiliser a la fois des notions de typage statique et de
typage dynamique

on le verra avec I'exemple de Java dans un autre cours
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. typage statique
1.1 exemples
1.2 typage de WHILE, formellement
1.3 siireté du typage

2. implémentation du typage
3. sous-typage

4. surcharge
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static typing
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objectifs du typage

® |e typage doit étre décidable

® |e typage doit rejeter les programmes absurdes dont I'évaluation
échouerait ; c'est la stireté du typage

® |e typage ne doit pas rejeter trop de programmes non-absurdes,
i.e. le systeme de types doit étre expressif
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exemple

int f(long x) { return *x; }

file.c:1:23: error: invalid type argument of unary ‘*’
(have ‘long int’)
2 | int f(long x) { return *x; }

I -~
ici le compilateur applique la régle

Fe:r*
Fxe:T

< si I'expression e a un type de pointeur vers 7, alors *e a le type 7 >
mais x n'a pas un type de pointeur
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en revanche

dans I'autre sens, en revanche, le compilateur accepte un entier |a ol un
pointeur est attendu

int *f(long x) { return x; }
il signale néanmoins un probléme potentiel (avertissement)

file.c:1:24: warning: returning ‘long int’ from a function
with return type ‘int *’ makes pointer from
integer without a cast [-Wint-conversion]
1 | int *f(long x) { return x; }
| =
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cast

on peut < contourner > le typage avec un cast (transtypage en frangais)

int f(long x) { return *((int*)x); }

ici, le cast n'intervient qu'au typage,
comme on peut le vérifier sur le code produit par gcc :
f:

movl (%rdi), leax

ret
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transtypage implicite

le compilateur C réalise de nombreuses conversions de types par lui-méme,
notamment entre les différents types numériques

exemples :

int f(float x) { return x; }
float g(int x) { return x; }

cela se traduit dynamiquement en opérations de conversion entre entiers et
flottants
f:

cvttss2sil %xmm0, %eax

ret
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attention

float f(int x, int y) { return x / y; }

divise puis convertit (cast implicite)

float f(int x, int y) { return ((float)x) / y; }

convertit puis divise
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surcharge

on parle de surcharge lorsque plusieurs opérations ou fonctions portent le
méme nom

exemple : la méme opération + peut étre utilisée sur deux entiers, deux
flottants, un pointeur et un entier, etc.

ce sont les types des opérandes, déterminés par le typage, qui
déterminent |'opération effectuée
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exemple

addition de deux entiers
int f(int x, int y) { return x + y; }

f: leal (%rdi,%rsi), %eax
ret

addition d'un pointeur et d'un entier (arithmétique de pointeurs)
int *f(int *x, int y) { return x + y; }

f: movslqg Y%esi, %rsi

leaq (%rdi,%rsi,4), Y%rax
ret
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promotion

si les deux opérandes doivent avoir le méme type, mais que ce n'est pas le
cas, elles sont d’abord converties vers un type commun (promotion)

les régles sont complexes (voir par ex. Kernighan & Ritchie)
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autre exemple

le langage C distingue un d'un tableau de tableaux

tableau de pointeurs
int t[2]1[3];

int *t[2];

lalblc[d]e|f]
t[0] |e+—ab|c]
t[1] [e+—d]e]f] t[0] t[1]

dans les deux cas, on écrit t[1] [j] et c'est le typage qui permet de
compiler les deux différemment
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le typage, c'est aussi...

le typage statique du C, c'est aussi vérifier
® |'existence des types, des champs de structures, etc.
® |'existence et I'unicité des fonctions, leur arité
® ['existence des variables
® qu'un break est bien dans une boucle
® que &e mentionne bien une valeur gauche

® etc.
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limites du typage statique

par nature, les vérifications effectuées par le typage sont limitées a ce qui
est décidable

(rappel : décidable = on peut écrire un programme qui, pour toute entrée,
répond oui ou non en temps fini)

quasiment toutes les propriétés < intéressantes > sur les programmes ne
sont pas décidables (théoréme de Rice)
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exemples

le compilateur ne peut pas vérifier
® qu'on ne divise pas par zéro
® qu'un calcul termine
® ['absence de débordement arithmétique
® etc.

(et a fortiori qu'un programme fait ce qu'il est censé faire!)

il reste cependant possible
® de détecter a coup siir une erreur dans certains cas

e d’'émettre des avertissements, au risque de faux positifs
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typage de WHILE, formellement

reprenons le langage WHILE du cours 2

nous allons formellement
1. donner des regles de typage pour ce langage

2. montrer la slireté du typage
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eope
*e

x=e;

x=malloc(4);

xe=¢;

if (e) selses
while (e) s
{s ...

Jean-Christophe Fillidtre

s}

syntaxe

expression

constante (entier 32 bits signé)
variable

opérateur (+, <...)

lecture mémoire

instruction
affectation
allocation
écriture mémoire
conditionnelle
boucle

bloc
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sémantique

on se donne une sémantique a grands pas pour les expressions
M,E,e » v
et a petits pas pour les instructions
M,E,s -+ M E' s
ou E est une fonction des variables vers les valeurs
et M une fonction des adresses (¢) vers les entiers (n)
v o= value

| n entier 32 bits signé
| ¢ adresse mémoire
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sémantique des expressions

xin E
M,E.,n— n M, E,x — E(x)

M,E,e; »m M,E,ep > nEn+n —231<np<23l .
etc.

M,E,e1 +e —n

M,E,e—»¢ finM
M, E, xe — M({)
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sémantique des instructions

M, E,e » v M,E,eg »¢ £inM M, E,eoc—»n

M, E x=e; - M,E{x— v}, {} M, E xe1=ex; — M{{ — n}, E,{}

¢ an address that is not in M
M, E, x=malloc(4); - M{{— n} E,{}

MEA{{}s...} >ME{s... }
M,E,s; — My, Eq, s}
M,E {si ... = My, E;,{s] s»... }
M,E;e »n#0 M,E,e » 0

M,E,if (e) s; else s, - M, E;s; M, E if (e) s; else s, - M, E,s
M,E,e »n=#0
M, E ,while (e) s - M, E, {s while (e) s}
M,E;e >0
M, E while (e) s > M, E . {}
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on se donne des types, dont la syntaxe abstraite est

T = type
| int type des entiers
|

int* type des pointeurs

Jean-Christophe Fillidtre CSC-52064 — Compilation

typage

typage

28



jugement de typage

le type d'une variable est donné par un environnement [
(une fonction des variables vers les types)

le jugement de typage que I'on va définir se note
lFe:r

et se lit <« dans I'environnement I, I'expression e a le type 7 >

on utilise des régles d'inférence pour définirI'-e: 7
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typage des expressions

Fn:int

xel
MNEx:T(x)

e :int THe:int
e+ e int

[+ e:intx*
I+ *xe: int
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en posant [ = {p + int%; b+ int}, on a

pel
Fp:intx berl
F*p:int T Fb:int
F*p+4 b:int

cette dérivation est une preuve que *p+b est bien typée
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expressions non typables

en revanche, on ne peut pas typer des expressions comme

*p+C
ou bien
*42
ou bien
1+p

c'est précisément I'objectif, car ces expressions n'ont pas de valeur dans
notre sémantique

Jean-Christophe Fillidtre CSC-52064 — Compilation typage

32



typage des instructions

pour typer les instructions, on introduit un autre jugement
N-s

qui se lit < dans I'environnement I, I'instruction s est bien typée >
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typage des instructions

xel T(x)=7 TkFe:T
[+ x=e;

xel T(x)=int* Fe :intx [k e :int

I+ x=malloc(4); [ xej=ey;

[Fe:T M- s M- s

N if (e) s1 else s

[Fe:T M5
I - while (e) s

N-s; TE{s...}

FI—{} rl—{5152...}

Jean-Christophe Fillidtre
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stireté du typage

montrons |'adéquation du typage par rapport a la sémantique a réductions
Théoreme (siireté du typage)

SiT s, alors la réduction de s est infinie ou termine sur { }.

ou, de maniere équivalente,

Théoreme
SiTksetM,E,s —»* M' E'|s" et s’ irréductible, alors s’ est { }.
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stireté du typage

cela veut dire que I'évaluation ne se retrouvera pas bloquée sur une
expression telle que
*42

ou encore sur une instruction
if (e) s; else 5

ou e ne s'évalue pas
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expressions

montrons en premier lieu qu'une expression bien typée s'évalue
correctement, c'est-a-dire

silHe:T,alors M,E,e » v

dit comme cela, c'est faux, car il manque un lien entre I'environnement de
typage I' d'une part et I'environnement d'exécution M, E d'autre part

contre-exemples :

r = {p+ intx*} = {p+ intx*}
e = *p e = *p

E = {p— 89} E = {p—1{}

M = M =0
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cohérence des environnements

Définition (environnement bien typé)

Un environnement d'exécution M, E est bien typé dans un environnement
de typage ', noté I = M, E, si

x€ EandT + E(x): T,

vx, if T(x) = 7 then { if T = intx then E(x) € M.
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expressions

Lemme (évaluation d'une expression bien typée)

SiTFe:Tetl-M,E, alors M,E,e » vetlFv:rT.
Par ailleurs, si v =¥ alors ¢ € M.

preuve : par récurrence sur la dérivation '+ e : 7.
e = n immédiat avec v = n
e = x immédiat avec v = E(x);
et si v =2/ alors { € M puisque M, E est bien typé
e=e +e parHRsurejetesona M, E,e; - viet [ F v;: int,
donc vy et v» sont des entiers et on conclut avec v = v; + v»
e=x*e; par HR sur e on a M, E ey — £ et vu que M, E est bien
typé on a £ € M, et on conclut avec v = M(?).
O
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évaluation des instructions

la preuve de la siireté s’appuie sur deux lemmes

Lemme (progres)

SiTksetl- M,E, alors soit s est { }, soit M,E,s — M’ E' s

Lemme (préservation)

SiTks,silr-M,E etsi ME,s - M',E',s" alorsT s et =M E.
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progres

Lemme (progres)

SiTksetl = M,E, alors soit s est { }, soit M,E,s — M', E',s’.

preuve : par récurrence sur la dérivation I s
s ={} immédiat
s={sisp...}siss={}YonaMEA{sis...} >ME {s... }
sinon, par HR sur s;, ona M, E;s; — M’ E’s| et donc
M,E{si1s5...y > M E' {s] s...}

S = *e;=ep; comme e; et ey sont bien typées, elles s'évaluent en £ et n
respectivement, avec £ € M, et donc
M, E x=;M{{ — n} E {}

autres cas laissés en exercice O
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préservation

on montre ensuite
Lemme (préservation)
SiTks,silr-M,E etsiM,E,s — M E',s" alorsT s et =M, E.

preuve : par récurrence sur la dérivation [ s
s=9{sy;ss...Yonaltsetl{s... }
®siss={} alors MJE,{s15...} > M E,{s>... }
e sinon, M, E,s; — M’ E',s{ et par HRT I s] et
Fr-M,E douTHA{s] s5...%}
s =xe;=ey; ona M, E e; - { et M,E, e; — n (transparent ?7) et
ss={}(doncT+¢')et M =M{{— n}
doulksetl=M, E

autres cas laissés en exercice O
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stireté du typage

on peut maintenant prouver le théoreme facilement
Théoreme (siireté du typage)

SiTFsetl-M,E et M,E,s —* M',E',s" et s’ irréductible, alors s’ est
{F

preuve :ona M,E,s = My, Ey,sy — -+ — M’ E’, s’ et par applications
répétées du lemme de préservation, on a donc I' - &’

par le lemme de progres, s’ se réduit ou est { }

c'est donc { } O
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dans le poly

le poly contient une preuve similaire pour le langage Mini-ML,
avec des types de la forme

T == int | bool | ... types de base
| 7T—=71 type d’une fonction
| 7x7T type d’une paire

comme ici, la preuve repose sur les propriétés de progres et de préservation

cf chapitre 5

Jean-Christophe Fillidtre CSC-52064 — Compilation typage 45



dans la vie réelle

des langages comme Java ou OCaml possédent une telle propriété de
stireté du typage

ce qui signifie que I'évaluation d'une expression de type 7
® soit ne termine pas
® soit leve une exception

® soit termine sur une valeur de type 7

en OCaml, I'absence de null fait de ce dernier cas une propriété tres forte
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le typage en pratique

il y a une différence entre les régles de typage, qui définissent la relation

ternaire
Ne: T

et I'algorithme de typage qui vérifie qu'une certaine expression e est bien
typée dans un certain environnement [

par exemple
® le type T pourrait ne pas étre donné (inférence de types)
® plusieurs regles pourraient s'appliquer a une méme expression

® en particulier, une méme expression pourrait avoir plusieurs types
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dans notre cas

ici c'est simple, car une seule régle s'applique a chaque fois

on dit que le typage est dirigé par la syntaxe (syntax-directed)

le typage est donc réalisé par un parcours de complexité linéaire
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en pratique

® on ne se contente pas d'un message
erreur de typage

mais on indique |'origine du probléme avec précision

® on conserve les types pour les phases ultérieures du compilateur
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pour cela, on décore les arbres de syntaxe abstraite

en pratique

® en entrée du typage avec une localisation dans le fichier source

® en sortie du typage avec les types obtenus

source
file

t[i]

parser
—_—

Jean-Christophe Fillidtre

syntax trees
with locations

*(t+1)

type checker
EEE—

CSC-52064 — Compilation
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des arbres décorés

en OCaml en Java
type loc = ... class Loc { ... }
type expr = abstract class Expr {
}
| Evar of string class Evar extends Expr {...}

| Econst of int class Econst extends Expr {...}

| Efield of expr * string class Efield extends Expr {...}
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des arbres décorés

en OCaml

en Java

type loc = ... class Loc { ... }
type expr = { abstract class Expr {

desc: desc; Loc loc;

loc : loc;
}
and desc = }
| Evar of string class Evar extends Expr {...}

| Econst of int class Econst extends Expr {...}

| Efield of expr * string class Efield extends Expr {...}
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signaler une erreur

on signale une erreur de typage en levant une exception

cette exception contient
® |a nature de I'erreur (un message précis)

® une localisation
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signaler une erreur

on rattrape cette exception dans le programme principal

on affiche la localisation et le message

test.c:8:14: error: too few arguments to function ’f’
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en sortie

on se donne une syntaxe abstraite pour les types

type typ = ... class Typ { ... }

et une nouvelle syntaxe abstraite pour les programmes

type texpr = { abstract class Texpr {

tdesc: tdesc; Typ typ;

typ : typ
}
and tdesc = }
| Tvar of string class Tvar extends Texpr {...}
| Tconst of int class Tconst extends Texpr {...}
| Tfield of texpr * string class Tfield extends Texpr {...}
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espace de noms

pendant le typage, le compilateur maintient des structures de données, qui
matérialisent notamment les symboles dans la portée desquels on se trouve
en un certain point de programme

on a ainsi un dictionnaire pour les variables, un autre pour les structures,
etc.

on parle d'espaces de noms
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exemple

ainsi, le programme C suivant est accepté (méme si discutable)

struct £ { int f; };
int f(struct £ £) { £.f = 1; }

mais pas le programme suivant

int f(int f) { return f(£f); }

Jean-Christophe Fillidtre CSC-52064 — Compilation typage 58



table de symboles

a chaque instant, on a connaissance des variables qui sont visibles

pour chacune, on a acces
® 3 |'emplacement de sa déclaration
® 3 son type

® possiblement plein d'autres choses (taille en mémoire, etc.)

vocabulaire : on parle de tables de symboles
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portée

attention, une variable peut en cacher une autre
int x = 1;

{ int *x; ... }
x = 2; // on retrouve int x
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en pratique

int x;
1’ Nyt '_> L
X = 9
{ int *x; ... }
X = 2;

pendant le typage, un dictionnaire associe des symboles a des nomsquand
on a terminé, on jette le dictionnaire, et il reste |'arbre typé qui contient
les symboles
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sous-typage
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définition

on dit qu'un type 71 est un sous-type d'un type 7, ce que I'on note
LS T2

si toute valeur de type 7 peut étre vue comme une valeur de type ™
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exemple

dans beaucoup de langages, il existe un sous-typage entre types
numériques

en Java, ce sous-typage est le suivant : double
float
ainsi on peut écrire long
g n="’a’: |
int a’; int
mais pas 7N\

char short

byte b = 144;
byte
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héritage

dans un langage orienté objet, la notion d'héritage s'accompagne d'une
notion de sous-typage : si une classe B hérite d'une classe A, on a

B<A

i.e. toute valeur de type B peut étre vue comme une valeur de type A

Jean-Christophe Fillidtre CSC-52064 — Compilation typage

65



exemple en Java

les deux classes

class Vehicle

{ ... void move() { ... } ... }

class Car extends Vehicle { ... void move() { ... } ... }

introduisent le sous-typage
Car < Vehicle

et on peut donc écrire

Vehicle v =

new Car();
v.move() ;

Jean-Christophe Fillidtre CSC-52064 — Compilation
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type statique et type dynamique

la construction new C(...) construit un objet de classe C, et la classe de
cet objet ne peut étre modifiée par la suite; on I'appelle le type
dynamique de I'objet

en revanche, le type statique d'une expression, tel qu'il est calculé par le
compilateur, peut étre différent du type dynamique, du fait de la relation
de sous-typage introduite par |I'héritage

quand on écrit

Vehicle v = new Car();
v.move() ;

pour le compilateur, v a le type Vehicle,
mais c'est bien la méthode move de la classe Car qui est exécutée
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type statique et type dynamique

dans beaucoup de circonstances, le compilateur ne peut pas connaitre le
type dynamique

exemple :

void moveAll (LinkedList<Vehicule> 1) {
for (Vehicule v: 1)
v.move() ;
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transtypage

il est parfois nécessaire de < forcer la main > au compilateur, en
prétendant qu'une valeur appartient a un certain type

on appelle cela le transtypage (en anglais cast)

la notation de Java (héritée du langage C) est

(T)e

le type statique d'une telle expression est 7
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ainsi on peut écrire en Java

int n =

byte b = (byte)n;

ici, il n'y a pas de vérification dynamique
(si I'entier est trop grand, il est tronqué)
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cas d'un objet

considérons |'expression
(C)e
soit
® D le type dynamique de (I'objet désigné par) e

® F le type statique de |'expression e

il y a trois situations

® ( est une super classe de E : on parle d'upcast et le code produit
pour (C)e est le méme que pour e (mais le cast a une influence sur le
typage puisque le type de (C)e est C)

e ( est une sous-classe de E : on parle de downcast et le code contient
un test dynamique pour vérifier que D est bien une sous-classe de C

® (C n'est ni une sous-classe ni une super classe de E : le compilateur
refuse |'expression
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exemple (upcast)

class A {
int x = 1;

[os]

extends A {
int x = 2;

class

B b = new B(Q);
System.out.println(b.x); // 2
System.out.println(((A)b).x); // 1
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exemple (downcast)

void m(Vehicle v, Vehicle w) {
((Car)v) .await (w) ;
}

rien ne garantit que |'objet passé a m sera bien une voiture; en particulier il

pourrait ne méme pas posséder de méthode await!

le test dynamique est donc nécessaire

I'exception ClassCastException est levée si le test échoue
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tester |'appartenance a une classe

pour permettre une programmation un peu plus défensive, il existe une

construction booléenne
e instanceof C

qui détermine si la classe de e est bien une sous-classe de C

on trouve souvent le schéma

if (e instanceof C) {
Cc= (Ce;

dans ce cas, le compilateur effectue typiquement une optimisation
consistant a ne pas générer de second test pour le cast
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surcharge
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définition

la surcharge (en anglais overloading) est la capacité d'utiliser le méme
nom pour plusieurs opérations

la surcharge est résolue au typage, grace au nombre et aux types
(statiques) des arguments

attention a ne pas confondre avec la redéfinition (overriding), un concept
dynamique lié a I'appel de méthode (voir cours 6)
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exemple

en Java, 'opération + est surchargée

int n =40 + 2;
String s = "foo" + "bar";
String t = "foo" + 42;

il faut le voir comme trois opérations

int +(int , int )
String +(String, String)
String +(String, int )
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attention

quand on écrit
int n = ’a’ + 42;

c'est le sous-typage qui permet de voir ’a’ de type char comme une
valeur de type int, et il s'agit donc de I'opération +(int, int)

mais quand on écrit
String t = "foo" + 42;

ce n'est pas du sous-typage (int £ String)

en particulier, on ne peut pas écrire

String t = 42;
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autre exemple

en Java, l'utilisateur ne peut pas surcharger les opérateurs comme +
mais il peut surcharger les méthodes/constructeurs

int f(int n, int m) { ... }
int f£(int n) { .}
int f(String s) { ... 7%
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résolution

tout se passe comme si on avait défini plutot

int f_int_int(int n, int m) { ... }
int f_int (int n) { ...}
int f_String (String s) { ...}

et le compilateur utilise les types (statiques) des arguments d'un appel a £
pour déterminer quelle méthode appeler
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résoudre la surcharge peut étre délicat

class A {...}

class B extends A {
void m(A a) {...}
void m(B b) {...}

+

dans le code
{ ... Bb=mnew BO; b.m(b); ... }

les deux méthodes s'appliquent potentiellement

c'est la méthode m(B b) qui est appelée,
car plus précise du point de vue du type de I'argument
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ambiguité

il peut y avoir ambiguité

class A {...}
class B extends A {
void m(A a, B b) {...}
void m(B b, A a) {...}
}
{ ... Bb=mnew BO; b.m(b, b); ... }

surchargel. java:13: reference to m is ambiguous,
both method m(A,B) in B and method m(B,A) in B match
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algorithme de résolution de Java
a chaque méthode définie dans la classe C
T m(T1 X1,y Tn Xn)
on associe le profil (C,71,...,7n)

on ordonne les profils : (19, 71,...,7) C (79,71, ..., T,) si et seulement si
T; est un sous-type de 7',-’ pour tout /

pour un appel
em(er,...,en)

ol e a le type statique 19 et ¢ le type statique 7;, on considére I'ensemble
des éléments minimaux dans |'ensemble des profils compatibles

® aucun élément = aucune méthode ne s'applique

® plusieurs éléments = ambiguité

® un unique élément = c'est la méthode a appeler
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et Python?

le langage Python est relativement proche de Java dans son modéle
d'exécution, mais en revanche il ne fait quasiment pas de typage statique

toutes les vérifications sont faites dynamiquement

y compris |'existence d'une fonction, le respect de son arité, etc.
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la suite

® TD 4 = début du projet
® typage statique de Mini Java
® (I'analyseur syntaxique est fourni)

® prochain cours

® modes de passages, compilation des langages objets
® TD 5 = on finit le typage de mini-C
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