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Les 4 parties sont indépendantes, et peuvent être traitées dans un ordre quelconque. On pourra
admettre le résultat d’une question pour passer aux questions suivantes. On pourra utiliser tous les
résultats et les théorèmes démontrés ou énoncés en cours ou en petite classe ou dans le polycopié
sans chercher à les redémontrer. Il est possible d’avoir la note maximale sans répondre à toutes
les questions. La difficulté des questions n’est pas une fonction linéaire ni croissante de leur
numérotation. La qualité de votre argumentation et de votre rédaction est une partie importante
de votre évaluation.

Les paragraphes qui commencent par "Commentaire :" correspondent à des discussions sur les
résultats obtenus ou à venir, et peuvent être ignorés. On notera dans cet énoncé la multiplication
par le symbole ·, et par N l’ensemble des entiers.

1 Machines de Turing

Question 1. Le problème suivant est-il décidable ? Déterminer si le langage accepté par une
machine de Turing M ne contient que des mots de longueur divisible par 3.

Question 2. On fixe c ∈ N. Un langage L est dit reconnaissable en espace c · n s’il existe une
machine de Turing M qui accepte L et telle que sur tout mot w, M utilise (= écrit) au plus c ·n
cases de son ruban, où n est la longueur de w.

Démontrer qu’un langage reconnaissable en espace c · n est décidable.

2 L’idée d’une startup innovante

Un camarade souhaite créer un nouveau réseau social JeNAimePasEtreContredit. L’originalité
de ce réseau social est de garantir à ses utilisateurs d’être mis en correspondance uniquement
avec des utilisateurs avec lesquels ils ont déclaré être d’accord. On note D(x, y) pour le fait que
x et y ont déclaré être d’accord lorsqu’ils se sont inscrits 1. On suppose que D est symétrique et
réflexif : D(x, y) implique D(y, x) pour tout x, y, et D(x, x) pour tout x.

Il vous embauche comme informaticien et vous demande de produire un algorithme qui prend
en entrée une liste d’utilisateurs L = {x1, x2, . . . , xn}, et la liste des couples (i, j) avec D(xi, xj),
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, ainsi qu’un entier N , et qui produit en sortie un sous-ensemble S constitué
de N utilisateurs tel que D(x, y) pour tout x, y ∈ S, si un tel groupe existe, et qui sinon retourne
qu’il n’en existe pas.

Question 3. On suppose que D(x, y) est de plus transitif : D(x, y) et D(y, z) impliquent D(x, z)
pour tout x, y, z. Pouvez-vous résoudre son problème en temps polynomial ?

On ne fait plus l’hypothèse dorénavant que D(x, y) est transitif.

1. On suppose que tous les utilisateurs se connaissent.
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Question 4. Pouvez-vous résoudre son problème en temps polynomial ?

Question 5. Il vous demande de produire un algorithme qui prend en entrée une liste d’utilisa-
teurs et une liste de couples comme ci-dessus et qui produit un sous-ensemble S avec simultané-
ment :

1. S contient au moins 10% des utilisateurs de L
2. D(x, y) pour tout x, y ∈ S

si un tel groupe existe, et qui sinon retourne qu’il n’en existe pas. Pouvez-vous résoudre ce nouveau
problème en temps polynomial ?

3 Théorème de Cobham

On écrit ||x|| = dlog2(x + 1)e pour représenter la taille de l’écriture en binaire de l’entier x.
Par exemple, ||23|| = 5 car 23 = 1 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20 s’écrit en binaire 10111 avec
5 lettres. Pour un k-uplet d’entiers ~x = (x1, x2, . . . , xk), on écrit ||~x|| pour ||x1||+ · · ·+ ||xn||.

Commentaire : On pourra librement utiliser le fait que l’on a toujours x < 2||x|| ≤ 2 · x + 1
pour tout entier x dans toute la suite.

On utilisera les fonctions suivantes de N dans N : s(x) = x + 1, double0(x) = 2 · x et
double1(x) = 2 ·x+ 1 ainsi que la fonction ](x, y) de N2 dans N définie par ](x, y) = 2||x||·||y||− 1.

Commentaire : La fonction ] vérifie la propriété ||](x, y)|| = ||x|| · ||y|| pour tout x et y.
Toutes les fonctions sur les entiers que l’on considère dans cette partie sont totales : c’est-à-

dire, définies pour toute valeur de leurs arguments.

3.1 FP et Fonctions primitives récursives

Une fonction f : Nn → N est calculable en temps polynomial s’il existe une machine de
Turing Mf qui, produit f(x1, . . . , xn) (écrit en binaire) à partir de x1, x2, . . .et xn (écrits en
binaire) en un nombre d’étapes polynomial en ||~x|| où ~x = (x1, . . . , xn). On note FP pour la
classe des fonctions calculables en temps polynomial.

Question 6. Démontrer qu’une fonction de FP est nécessairement de taille polynomiale : c’est-
à-dire qu’il existe un polynome p tel que ||f(~x)|| ≤ p(||~x||) pour tout ~x.

Question 7. Montrer que la fonction qui à x associe 2x n’est pas calculable en temps polynomial.

Commentaire : La fonction qui à x associe 2x est primitive récursive (cf PC1, question 1.2).
Les fonctions primitives récursives et les fonctions de FP sont donc deux classes de fonctions
distinctes.

Commentaire : Une idée dûe à Cobham pour s’approcher de FP est de remplacer la fonction
s(x) = x + 1 qui sert de fondement dans les définitions par récurence dans le schéma Rec des
fonctions primitives récursives par les fonctions double0(x) et double1(x). On va d’abord voir
que cela ne suffit pas (question 9). On va ensuite voir que se restreindre aux récurrences bornées
permet de garantir que l’on obtient que des fonctions de FP (question 10). On verra ensuite que
cela donne même une caractérisation de FP (théorème de Cobham).

3.2 Récurrence et taille

Question 8. On suppose que f est définie par une récurrence du type
f(0, x2, . . . , xn) = g(x2, . . . , xn),

f(double0(x1), x2, . . . , xn) = h0(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn) pour x1 6= 0

f(double1(x1), x2, . . . , xn) = h1(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn),
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pour tout entiers x1, x2, . . . , xn, avec les fonctions g, h0, et h1 calculables en temps polynomial.
Démontrer que si f est de taille polynomiale alors f se calcule en temps polynomial.

Question 9. Donner un exemple de fonction f définie par une récurence du type
f(0) = 1,

f(double0(x1)) = h0(f(x1)) pour x1 6= 0

f(double1(x1)) = h1(f(x1))

(1)

où h0 et h1 sont des fonctions calculables en temps polynomial, mais où f n’est pas de taille
polynomiale.

3.3 Récurrence bornée

Définition. On dit qu’une fonction f est définie par récurrence bornée à partir des fonctions
g, h0, h1 et m si

f(0, x2, . . . , xn) = g(x2, . . . , xn),

f(double0(x1), x2, . . . , xn) = h0(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn) pour x1 6= 0

f(double1(x1), x2, . . . , xn) = h1(f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn),

et si de plus
f(x1, x2, . . . , xn) ≤ m(x1, . . . , xn),

pour tout x1, x2, . . . , xn.
Définition. Une fonction f : Nn → N est dans la classe de Cobham si elle est l’une des fonctions :

— la constante 0 (alors n = 0)
— double0 : x 7→ 2 · x et double1 : x 7→ 2 · x+ 1 (alors n = 1) ;
— ] : (x, y) 7→ 2||x||·||y|| − 1 (alors n = 2) ;
— Projin : (x1, . . . , xn) 7→ xi les fonctions de projection, pour 1 ≤ i ≤ n ;
— Compn(g, h1, . . . , hm) : (x1, . . . , xn) 7→ g(h1(x1, . . . , xn), . . . , hm(x1, . . . , xn)) la composi-

tion des fonctions dans la classe de Cobham g, h1, . . . , hm (pour m ≥ 0) ;
— BoundedRecNotation(g, h0, h1,m) une fonction f définie par récurrence bornée à partir

des fonctions g, h0, h1 et m, avec g, h0, h1 et m dans la classe de Cobham.
Par exemple la fonction successeur s(x) = x + 1 est dans la classe de Cobham car elle se

définit par récurrence bornée 2
s(0) = double1(0)

s(double0(x)) = double1(x) pour x 6= 0

s(double1(x)) = double0(s(x))

s(x) ≤ double1(x)

Deuxième exemple : la fonction taille ||x|| est dans la classe de Cobham car ||0|| = 0,
||double0(x)|| = s(||x||) pour x 6= 0, ||double1(x)|| = s(||x||), ||x|| ≤ Proj11(x) = x.

Troisième exemple, la fonction concat(y, x) = 2||y||+1 ·x+ y qui retourne un entier dont l’écri-
ture en binaire est la concaténation de l’écriture de x et de y en binaire : elle est dans la classe de
Cobham car concat(0, x) = x, concat(double0(y), x) = double0(concat(y, x)), concat(double1(y), x) =
double1(concat(y, x)), concat(y, x) ≤ ](||x||, ||y||).

2. Une définition plus formelle serait de dire que s(x) est la fonction

BoundedRecNotation(Comp0(double1, 0), Comp2(double1, P roj
2
2), Comp2(double0, P roj

1
2), double1)

mais on ne demandera pas des écritures aussi formelles.
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Question 10. Démontrer que toute fonction de la classe de Cobham se calcule en temps poly-
nomial.

Question 11. Montrer que les fonctions suivantes sont dans la classe de Cobham :

1. la fonction mod2(x) qui donne le reste de la division de x par 2,

2. la fonction quo2(x) qui donne le quotient de la division de x par 2,

3. la fonction cond(x, y) qui donne 0 pour x = 0 et y sinon.

Question 12. On considère le polynôme p(n) = c·nh pour deux entiers c et h. Montrer qu’il existe
une fonction T (x) de N dans N dans la classe de Cobham telle que pour tout x, 2p(||x||) ≤ T (x).
Indice : on pourra chercher à construire une fonction M avec p(||x||) ≤ ||M(x)|| pour tout x.

On admettra qu’il existe une fonction dans la classe de Cobham (x, y, z) 7→ 〈x, y, z〉 qui envoie
bijectivement N3 sur N ainsi que trois fonctions π1, π2, π3 : N → N dans la classe de Cobham
telles que πi(〈x1, x2, x3〉) = xi pour i = 1, 2, 3.

Une configuration d’une machine de Turing peut se coder par un entier. Celui-ci code un
triplet : un entier qui marque le numéro de l’état ; un entier qui code la partie du ruban à gauche
de la tête de lecture jusqu’au premier 3 B ; un entier qui code la partie du ruban à droite de la
tête de lecture jusqu’au premier B, ses bits de poids faible étant les plus proches de la tête de
lecture. Par exemple, le ruban (B, 1, 1, 0, 0, 0, 1, B) avec la machine dans l’état numéro 5 et la
tête de lecture au niveau du caractère souligné peut se coder par 〈5, 3, 8〉 car 3 = 1 · 21 + 1 et
8 = 0 · 20 + 0 · 21 + 0 · 22 + 1 · 23. Observer l’ordre des puissances de 2 dans ces écritures.

On fixe une machine de Turing M qui calcule une fonction de FP de N dans N.

Question 13. Exprimer par une fonction de la classe de Cobham le déplacement de la tête de
lecture vers la droite, sans changer l’état de la machine et le caractère lu.

À ce stade on admet qu’on peut écrire une fonction NextM (~x) dans la classe de Cobham qui
code la fonction de transition d’une machine de Turing M donnée : si ~x code une configuration,
alors NextM (~x) code la configuration suivante.

Question 14. On rappelle que M calcule une fonction de FP de N dans N. Montrer qu’il existe
une fonction RunM (y, x) dans la classe de Cobham qui retourne la configuration de la machine
après ||y|| étapes sur l’entrée x.

En déduire le théorème de Cobham :

Question 15. Une fonction est dans classe de Cobham si et seulement si elle appartient à FP.

4 Complétude de la théorie des corps algébriquement clos &
Théorème d’Ax

Dans tout cet exercice, on ne considère que des formules et théories du premier ordre (c’est-
à-dire les formules considérées dans le cours et le polycopié). On suppose que les signatures sont
dénombrables.

4.1 Complétude d’une théorie

Une théorie consistante T sur une signature Σ est dite complète si pour toute formule close
φ sur la signature Σ, on a T ` φ ou T ` ¬φ.

3. B est le symbole de blanc.
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Question 16. Soit T une théorie complète, dont les axiomes sont récursivement énumérables.
Montrer qu’elle est décidable : il y a un algorithme qui prend en entrée une formule close φ et
qui détermine si T ` φ.

Deux structures M et N sur une signature Σ sont isomorphes s’il existe une bijection entre
l’ensemble de base de M et de N qui préserve l’interprétation des symboles de fonctions, de
relations et des symboles de constantes : on admettra 4 que dans ce cas, pour toute formule close
φ sur la signature Σ, on a M |= φ si et seulement si N |= φ : autrement dit, M et N satisfont
exactement les mêmes formules closes sur la signature Σ, quand M et N sont isomorphes.

4.2 Corps algébriquement clos

On considère la théorie ACF des corps algébriquement clos 5 : c’est la théorie constituée des
axiomes des corps commutatifs auquels on ajoute pour chaque n ≥ 1 l’axiome

∀x0∀x1 · · · ∀xn−1∃x(x0 + x1 · x+ x2 · x2 + · · ·+ xn−1 · xn−1 + xn) = 0

comme dans le cours. On notera Σ la signature de cette théorie.
Pour un entier p, on note comme dans le cours Fp la formule 1+ · · ·+ 1 = 0, où 1 est répété

p fois. On note ACFp la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p, pour p ≥ 0.
Formellement 6 : pour p ≥ 1, ACFp est constituée des axiomes de ACF et de la formule Fp et
des formules ¬Fq pour tout entier 0 < q < p. ACF0 est constituée des axiomes de ACF auquels
on ajoute pour chaque n ≥ 1 la formule ¬Fn.

On dit que deux ensembles A et B sont de même cardinal s’il existe une bijection entre A et
B.

Tout ce qui suit est basé uniquement sur des arguments de logique, et nécessite uniquement
les concepts et résultats suivants d’algèbre 7 :

(α) C, le corps des complexes, est un corps algébriquement clos de caractéristique 0.
(β) Pour chaque entier premier p, il y a un corps Kp algébriquement clos de caractéristique

p.
(γ) Si deux corps algébriquement clos sont de même caractéristique et de même cardinal

alors ils sont isomorphes.

Question 17. Montrer que ACF n’est pas une théorie complète.

4.3 ACF0 est complète

On dira qu’un modèle est fini (respectivement : infini) si son ensemble de base l’est.
On admettra qu’une modification de la preuve du théorème de complétude permet de le

renforcer en le résultat suivant : Soit A un ensemble avec un nombre infini d’éléments. Toute
théorie T sur une signature dénombrable 8 qui possède un modèle infini possède un modèle (dont
l’ensemble de base est) de même cardinal que A.

4. Cela se prouve par une induction sans surprise.
5. On rappelle qu’un corps algébriquement clos est un corps commutatif où tout polynôme de degré supérieur

ou égal à un admet une racine.
6. Ce n’est pas exactement comme dans le cours, car on met ici explicitement les formules ¬Fq pour tout entier

0 < q < p (note : cela est équivalent quand p est premier, mais cette remarque n’est pas utile pour cet exercice et
on prendra dans la suite la définition indiquée dans cet énoncé).

7. Pour les connaisseurs en algébre : pour (β), il s’agit de la clôture algébrique de Z/pZ ; pour (γ), cela découle
du fait qu’un corps algébriquement clos est déterminé à isomorphisme près par sa caractéristique et son degré de
transcendance. Mais comprendre ces concepts et ces faits n’est pas nécessaire pour ce sujet.

8. C’est-à-dire avec un nombre dénombrable de symboles de constantes, de fonctions et de relations. C’est le
cas de la signature Σ.
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Question 18. Soit A un ensemble avec un nombre infini d’éléments. Soit T une théorie (consis-
tante) dont tous les modèles sont infinis. Supposons que tous les modèles de T de même cardinal
que A sont isomorphes. Démontrer que T est complète.

Question 19. Montrer que tous les modèles de ACF0 sont infinis.

Question 20. En déduire que ACF0 est complète.

Commentaire : On peut aussi montrer que ACFp est complète pour p ≥ 1.

4.4 Théorème d’Ax

On veut d’abord démontrer le résultat suivant : Les propositions suivantes sont équivalentes.
Soit φ une formule close sur la signature Σ.

i φ est vraie sur C
ii φ est vraie dans tous les corps algébriquement clos de caractéristique 0
iii φ est vraie dans au moins un corps algébriquement clos de caractéristique 0
iv Pour tout entier m, il y a un entier premier p > m tel que φ est vraie dans un corps

algébriquement clos de caractéristique p
v Il y a un entier m tel que pour tout entier premier p > m, φ est vraie dans tous les corps

algébriquement clos de caractéristique p
Le fait que [i] implique [iii] et que [v] implique [iv] est évident.

Question 21. Montrer que [i], [ii] et [iii] sont équivalents.

Question 22. Montrer que [ii] implique [v]

Question 23. Montrer que [iv] implique [ii]

On admettra que pour tout entier premier p, le corps algébriquement clos Kp est tel que
toute fonction polynomiale injective de (Kp)

n dans (Kp)
n est surjective.

Question 24. Démontrer le théorème d’Ax : Toute fonction polynomiale injective de Cn → Cn

est surjective.

Notes bibliographiques

La partie sur le théorème de Cobham est inspirée de notes de Cours de Arnaud Durand. Le
théorème a été énoncé par Cobham dans [2], mais sans vrais détails sur la preuve. Se référer à
[4] ou [1] pour des preuves détaillées.

L’idée de la partie sur la complétude des corps algébriquement clos est née du post dans le
blog Xor’s Hammer de Mkoconnor du 15 Août 2008. Voir https://xorshammer.com/2008/08/
15/axs-theorem/. Elle est au final inspirée de [3].
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