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Introduction

Ce cours est un cours sur les fondements de I'informatique : il se focalise sur
trois domaines centraux en informatique : la logique, les modeles de calculs et la
complexité.

Tous ces domaines sont reliés par la question suivante : quelles sont les capacités
et les limites des ordinateurs?

Méme un téléphone est maintenant capable de résoudre trés rapidement cer-
tains problemes, comme trier un répertoire de plus d’'un million d’entrées. Par contre,
certains problémes s’averent beaucoup plus lents et difficiles a résoudre : résoudre
un probléeme d’emploi du temps, ou affecter les choix d’affectations des éléves de
I'Ecole Polytechnique en fonction de leurs préférences ordonnées est par exemple
beaucoup plus difficile.

Au cceur de ce cours est la compréhension de ce qui fait qu'un probléeme, comme
le tri, est simple a résoudre informatiquement, alors qu'un probléme comme un
probleme d’emploi du temps, peut prendre des siécles a résoudre avec seulement
un millier de données en entrée.

Autrement dit, au cceur de nos interrogations est aussi la question suivante :
qu’est-ce qui rend certains problemes difficiles, et d’autres faciles?

C’est la question centrale de la théorie de la complexité, et de la calculabilité.

Pourquoi s'intéresser a comprendre les probléemes difficiles, plutdt que d’essayer
de résoudre des problemes tres concrets?

Premierement, parce que des problemes trés simples et concrets, et aux enjeux
économiques considérables, s’averent faire partie des problémes difficiles.

Deuxiemement, parce que comprendre qu'un probleme ne peut pas étre résolu
facilement est utile. Cela signifie que le probleme doit étre simplifié ou modifié pour
pouvoir étre résolu. Ce cours permet réellement de comprendre les pistes pour évi-
ter les problémes difficiles a résoudre informatiquement.

Enfin et surtout parce que les problémes difficiles ont réellement des implica-
tions dans la conception de nombreux systémes actuels. Par exemple, pour la vé-
rification, I'analyse, et la conception de systémes : lorsqu’on congoit un systéme,
on souhaite en général qu’il se comporte au minimum selon la spécification avec
laquelle on I'a congu. On aimerait que le processus de vérification puisse s’automa-
tiser, c’est-a-dire que I'on puisse garantir informatiquement qu’'un systeme donné
vérifie une/sa spécification. Surtout, lorsque le systéme en question est d'une com-
plexité énorme, comme les processeurs actuels, et qu'un unique étre humain n’est
plus capable d’en comprendre seul tous les composants.



Les résultats de ce cours montrent précisément que le processus de vérifica-
tion ne peut pas s’automatiser facilement. Tout I'art de la vérification de systemes,
et donc de la conception de systemes, est de tenter d’éviter ces difficultés pour la
rendre praticable, ce qui nécessite d’avoir compris ces difficultés.

D’autres domaines sont fortement impactés par la complexité. Un des premiers
qui I'a été historiquement est la cryptographie : dans la plupart des domaines, on
cherche plutot a privilégier les problémes faciles a résoudre aux probléemes diffi-
ciles. La cryptographie est originale de ce point de vue, car elle recherche plutot les
problemes difficiles a résoudre que les problemes simples, car un code secret doit
étre dur a casser sans la clé secrete.

On peut aussi se demander : pourquoi autant de logique dans un cours sur les
fondements de I'informatique?

Une premiére raison est parce que les programmes informatiques et les lan-
gages informatiques sont essentiellement basés sur la logique. Les processeurs sont
d’ailleurs essentiellement composés de portes logiques. Les programmes sont es-
sentiellement faits d’instructions logiques, et de tests logiques. Comprendre cette
logique permet de bien comprendre ce que font les programmes informatiques.

De facon fondamentale, les programmes et les systémes informatiques obligent
bien souvent a décrire tres précisément les objets sur lesquels ils travaillent : pour
résoudre un probleme d’emploi du temps, le systéme va obliger a décrire toutes les
contraintes. Pour faire une requéte sur une base de données, le systeme va obliger
a formuler trés précisément cette requéte. Il s’aveére que la logique mathématique
est un outil tres naturel pour décrire le monde qui nous entoure, et a vrai dire, le
modele le plus naturel que nous connaissons pour le faire. Comprendre les concepts
de la logique, permet de bien comprendre nombre de concepts informatiques. Par
exemple, pour décrire le systeme d’'information d'une entreprise, ou tout systeme
complexe, le meilleur outil reste bien souvent la logique mathématique.

Une troisieme raison est historique, et au cceur en fait de la naissance de I'infor-
matique. Durant la premiere moitié du siecle dernier, des mathématiciens comme
Kurt G6del, Alonzo Church ou Alan Turing ont découvert que certains problémes
ne pouvaient pas se résoudre par des dispositifs informatiques ou automatiques
comme les ordinateurs. Par exemple, le probléme de déterminer si un énoncé ma-
thématique est vrai ou non. Cette tache, qui est le quotidien du mathématicien, ne
peut pas étre résolue par aucun ordinateur, quelle que soit sa puissance.

Les conséquences de ces résultats profonds ont permis la naissance d’idées sur
des modeles d’ordinateurs qui ont mené a la conception des ordinateurs actuels.

Au cceur de ces découvertes sont des liens tres forts qui unissent algorithmes et
démonstrations : une démonstration logique correspond a un algorithme. A partir
d’hypotheéses, on déduit des nouvelles assertions al’aide de regles logiques. Récipro-
quement, un programme correspond a une démonstration dans un certain sens.

Ce sont ces liens forts entre algorithmes et démonstrations qui ont fait naitre
I'informatique et ses concepts et ce bien avant I’existence méme de machines aussi
puissantes que celles que nous connaissons actuellement. Historiquement, la pre-
miere question était : “qu’est-ce qu'une démonstration” ? Elle est maintenant deve-
nue : “qu’est-ce qu'un ordinateur” ?



IIs ont par ailleurs révolutionné notre conception des mathématiques, de I'in-
formatique, et plus généralement du monde qui nous entoure.

En mathématiques, ces liens ont mené a une crise des fondements, avec le re-
tour sur des questions aussi fondamentales que celle-ci : qu’est-ce qu'un ensemble,
qu’est-ce qu'une démonstration? Que peut-on prouver?

L'ambition de ce document est plutot de se focaliser sur 'informatique. Nous es-
timerons que ce cours aura atteint son but si notre lecteur change au final la réponse
qu'il aurait pu faire a priori sur des questions aussi simples que celle-ci :

— qu’est-ce qu'un ordinateur?

— qu’est-ce qu’'une preuve?

— qu’est-ce qu'un algorithme?

— qu’est-ce qu'un bon algorithme?

Si tel est le cas, sa fagcon de programmer, ou d’appréhender un probléeme infor-
matique ne devrait plus étre la méme.
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1 Concepts mathématiques

1.1 Ensembles, Fonctions

Soit E un ensemble, et e un élément. On note ecE pour signifier que e est un
élément de 'ensemble E. Si A et B sont deux ensembles, on note Ac B pour signifier
que tout élément de A est un élément de B. On dit dans ce cas que A est une partie
de B. Lorsque E est un ensemble, les parties de E constituent un ensemble que I'on
note Z(E). On notera AUB, ANB pour respectivement I'union et I'intersection des
ensembles A et B. Lorsque A est une partie de E, on notera A° pour le complémen-
taire de Adans E.

Exercice 1 Soient A, B deux parties de E. Prouver les lois de Morgan : (AU
B)°=A°nB¢et(AnB)° = A°UB°.

Exercice 2 Soient A, B, C trois parties de E. Prouver que AN (BUC) = (AN
B)UANC)et AUMBNC)=(AuB) N(AuC).

Exercice 3 (corrigé page[233) Soient A, B, C trois parties de E. Montrer que
ANB®=AnNC¢ sietseulementsiANB=AnC.

On appelle produit cartésien, de deux ensembles E et F, noté ExF, 'ensemble
des couples formés d'un élément de E et d'un élément de F :

ExF={(x,y)Ixe Eety€F}.

Pour 7 = 1 un entier, on note E"” = E x --- x E le produit cartésien de E par lui
méme n fois. E" peut aussi se déﬁnir[ﬂ récursivement par E' = E, et E"*! = E x E".

Intuitivement, une application f d’'un ensemble E vers un ensemble F est un
objet qui associe a chaque élément e d'un ensemble E un unique élément f(e) de F.
Formellement, une fonction f (on parle aussi de fonction partielle) d'un ensemble
E vers un ensemble F est une partie I de E x F, tel que pour tout x € E il y a au plus
un y € F avec (x, y) € I'. Son domaine est 'ensemble des x € E tel que (x, y) € I pour
un certain y € F. Son image est 'ensemble des y € F tel que (x, y) € I pour un certain
x € E. Une application f (on parle aussi de fonction totale) d'un ensemble E vers un
ensemble F est une fonction dont le domaine est E.

Une famille (x;);c1 d'éléments d’'un ensemble X est une application d'un ensemble
I dans X. I est appelé 'ensemble des indices, et 'image par cette application de
I’élément i € I est notée x;.

Le produit cartésien se généralise a une famille d’ensembles :

Ey x -+ x Eyp ={(x1,...,Xxp)|x1 € E1,-++, X € Ep}.

1. Iy a une bijection entre les objets définis par les deux définitions.
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Lunion et 'intersection se généralisent a une famille quelconque de parties d'un
ensemble E. Soit (A;);e; une famille de parties de E.

(JAi={ecEFielec A}

iel

(JAi={ecElVielec A;}.

iel

Exercice 4 Soit A une partie de E, et (B;)ic; une famille de parties de E.
Prouver les deux égalités suivantes

AU

ﬂB,-) =[(AUB))

iel iel

AN

UB,-) =JAnB)

iel iel

On notera N I'ensemble des entiers naturels, Z ’ensemble des entiers relatifs, R
I'ensemble des réels, et C 'ensemble des complexes. Z est un anneau. R et C sont
des corps. On notera R”° I'ensemble des réels positifs.

1.2 Alphabets, Mots, Langages

Nous rappelons maintenant quelques définitions élémentaires sur les mots et
les langages. La terminologie, empruntée a la linguistique, rappelle que les premiers
travaux sur les concepts de langages formels sont issus de la modélisation de la
langue naturelle.

On fixe un ensemble fini £ que 'on appelle alphabet. Les éléments de X~ sont
appelés des lettres ou des symboles.

Exemple 1 — 2pin = 10,1} est I'alphabet binaire.

— Zatin=1{A,B,C,D,...,Z,a,b,c,d,..., z} est 'alphabet correspondant aux
lettres de l'alphabet latin.

— Zombre =10,1,2,---,9} est l'alphabet correspondant aux chiffres en base
10.

— Lensemble des caracteres ASCII, ou l'ensemble des caractéres imprimables,
est un alphabet, que I'on peut noter X 4scrr (on supposera qu'il contient
les symboles accentués).

— Zexp=10,1,2,--,9,+,—,%,/,(,)}, ot +, —, *, /, (,) désignent des symboles
particuliers, est l'alphabet des expressions arithmétiques.

Un mot w sur I'alphabet X est une suite finie wy w- - - - w,, de lettres de Z. L'entier
n est appelé la longueur du mot w. Il est noté length w.



Exemple 2 — 10011 est un mot sur l'alphabet Xy;,, de longueur 5.

— 9120 est un mot sur Ualphabet X, ,,,pre, mais n'est pas un mot sur l'al-
phabet Zp; ;.

— Bonjour est un mot de longueur 7 sur l'alphabet X4t ; azrdd fb est
aussi un mot de longueur 7 sur ce méme alphabet. Eleve n'est pas un mot
sur cet alphabet, car le symbole e (e accent grave) n'est pas dans l'alphabet
X atin Aéfini plus haut.

— Elépham‘ et ££2' " sont des mots sur l'alphabet X pscyy.

— 243+(5*(1+6)) est un mot sur l'alphabet Z oy .

— 247((((5/+)//+ est aussi mot sur l'alphabet Zexp.

Un langage sur X est un ensemble de mots sur . Lensemble de tous les mots
sur 'alphabet X est noté X*. Le mot vide € est le seul mot de longueur 0. Le mot
vide n’est rien d’autre qu'un mot particulier : il est possible qu'un langage contienne
le mot vide (qui est un mot particulier), ou qu'un langage ne contienne pas le mot
vide. £* contient toujours par définition le mot vide.

Exemple 3 — {0,1}* désigne l'ensemble des mots sur l'alphabet 2 p;,, = {0, 1}.
Par exemple, 00001101 € {0,1}*. On a aussie € {0,1}*.

— {bonjour,aurevoir} estun langage surX;,;;,,. Ce langage contient deux
mots.

— Lensemble des mots du dictionnaire du francais écrits sans caracteres ac-
centués est un langage sur 'alphabetZ,;iy,.

— Lensemble des mots du dictionnaire du frangais est un langage sur l'al-
phabet X sscyg.

— Lensemble des phrases de ce document est un langage sur l'alphabet des
caracteres ASCIL. On observera que le caractere , c'est-a-dire le caracteére
espace blanc, utilisé pour séparer les mots dans une phrase, est un carac-
tere ASCII particulier.

— Zexp " contient des mots comme 24*((((5/+)//+ qui ne correspondent a au-
cune expression arithmétique valide. Lensemble des mots correspondant
a une expression arithmétique valide, comme 5+(2%*(1-3)*3), est un lan-
gage particulier sur Zexp.

On définit une opération de concaténation sur les mots : la concaténation du
mot u = uj Uy Uy etdumot v =vyv2--- vy, estle mot noté u.v défini par

Uiz ---Up1 02 Um,

c’est-a-dire le mot dont les lettres sont obtenues en juxtaposant les lettres de v a la
fin de celles de u. Lopération de concaténation notée . est associative, mais non-
commutative. Le mot vide est un élément neutre a droite et a gauche de cette opé-
ration. On appelle aussi £* le monoide (libre) sur I'alphabet = (car I'opération de
concaténation lui donne une structure de monoide)

On note aussi uv pour la concaténation u.v. En fait, tout mot wy w» - - - w, peut
se voir comme w;.ws -+ .Wy, o w; représente le mot de longueur 1 réduit a la lettre
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w;. Cette confusion entre les lettres et les mots de longueur 1 est souvent trés pra-
tique.

Exemple 4 SiX estl'ensemble{a, b}, alors aaab est le mot de longueur 4 dont les
trois premieres lettres sont a, et la derniére est b. C'est aussi la concaténation des
quatre mots de longueur un : a, a, a et b.

Lorsque i est un entier, et w un mot, on écrit w! pour le mot obtenu en conca-
ténant i fois le mot w : w® est le mot vide €, w! estle mot w, et w'*! est w.w.---, w
otiily a i fois le mot w. Autrement dit, w'*! = w'w = ww’ pour tout entier i.

Exemple 5 En utilisant la confusion précédente entre lettres et mots de longueur
1, le mot aaabbc peut aussi s'écrire abhec.

Un mot u est un préfixed’'un mot w, s'il existe un mot z tel que w = u.z. C’est un
préfixe propre si u # w. Un mot u est un suffixe d'un mot w s’il existe un mot z tel
que w = z.u.

1.3 Changement d’alphabet

Il est souvent utile de pouvoir réécrire un mot sur un alphabet en un mot sur
un autre alphabet. Par exemple, on a souvent besoin en informatique de coder en
binaire, c’est-a-dire avec ’alphabet X = {0, 1}.

Une facon de faire pour changer d’alphabet est de procéder par réécriture lettre
par lettre.

Exemple 6 Si X est l'alphabet {a,b,c}, etT = {0,1}, alors on peut coder les mots
de X* surT* par la fonction h telle que h(a) = 01, h(b) = 10, h(c) = 11. Le mot
abab se code alors par h(abab) = 01100110, c’est-a-dire par le mot obtenu en
codant lettre par lettre.

Trés formellement, étant donnés deux alphabets Z et I', un homomorphisme est
une application de 2* dans I'* telle que

— h(e) =¢

— h(u.v) = h(u).h(v) pour tous mots u et v.

En fait, tout homomorphisme est parfaitement déterminé par son image sur les
lettres de . Il s’étend alors aux mots de X* par

h(wiws - wy) = h(wy).h(ws)..... h(wy)
pour tout mot w = wy w2 -+ Wy, : les plus assidus auront remarqué par la suite que
c’est en fait une conséquence du théoreme[2.5|du chapitre[2]
1.4 Graphes

Un graphe G = (V, E) est donné par un ensemble V, dont les éléments sont ap-
pelés sommets, et d’'une partie de E < V x V, dont les éléments sont appelés des arcs.
Dans certains ouvrages, on parle de nceuds comme synonyme de sommet.
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Un chemin de s a t est une suite (s = $,...,$; = t) de sommets tels que, pour
1 <i<n, (s;_1,s;) soit un arc. Un chemin simple est un chemin qui ne passe pas
deux fois par le méme sommet. Un circuit est un chemin de longueur non nulle
dont I'origine coincide avec I'extrémité.

Si les arcs ne sont pas orientés, c’est-a-dire, si I'on considere qu’a chaque fois
qu’il y a I'arc (u, v), alors il y a aussi 'arc (v, u) (et réciproquement), on dit que le
graphe G est non orienté, et les éléments de E sont appelés des arétes. Lorsqu’il y
a une aréte entre u et v, c’est-a-dire lorsque (u, v) € E, on dit aussi que u et v sont
voisins. Le degré d’'un sommet u est le nombre de ses voisins.

Exemple 7 Le graphe (non-orienté) G = (V, E) avec
— V={0,1,...,6}
— E={(0,1),(3,4),(5,1),(6,3), (6,4)}.

est représenté ci-dessous.

o o2

ONORO.

Un graphe est dit connexe si deux quelconques de ses sommets sont reliés par
un chemin.

Exemple 8 Le graphe de I'exemple[7nest pas connexe, car il n'’y a aucun chemin
entre les sommets 1 et 6.

1.5 Arbres

Les arbres sont omniprésents en informatique. En fait, plusieurs notions dis-
tinctes se cachent sous cette terminologie : arbres libres, arbres enracinés, arbres
ordonnés, etc.

Il y a par ailleurs plusieurs facons de présenter les arbres, et ces différentes no-
tions. Essentiellement, on peut le faire en partant de la théorie des graphes, ou alors
en partant de définitions inductives (récursives).

Puisque nous reviendrons sur les définitions inductives de plusieurs de ces classes
d’arbres dans le chapitre[2] présentons ici les arbres en utilisant les graphes.

On va présenter dans ce qui suit des familles d’arbres de plus en plus contraints :
dans 'ordre, on va présenter les arbres libres, puis les arbres enracinés, les arbres
ordonnés.

Arbres libres

Un arbre libre est un graphe non-orienté connexe et sans circuit. On appelle
feuilleun sommet de I'arbre qui ne possede qu'un seul voisin. Un sommet qui n’est
pas une feuille est appelé un sommet interne.
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Exemple 9 (Un arbre libre) Représentation graphique d’'un arbre libre, dont les
feuilles sont les sommets 5,0 et 6.

Presque tous nos arbres seront étiquetés : soit A un ensemble dont les éléments
sont appelés des étiquettes. Un arbre étiqueté par A est la donnée d'un arbre G =
(V,E) et d'une application qui associe a chaque sommet de V un élément de A.

Arbre enraciné

Un arbre enraciné ou arbre est un arbre libre muni d’'un sommet distingué, ap-
pelé sa racine. Soit T un arbre de racine r.

Exemple 10 (Un arbre) Représentation graphique d'un arbre, dont les feuilles
sont les sommets 5,0,4 et 2. On représente la racine 3 en haut.

Pour tout sommet x, il existe un chemin simple unique de la racine r a x. Tout
sommet y sur ce chemin est un ancétre de x, et x est un descendant de y. Le sous-
arbre de racine x est I'arbre contenant tous les descendants de x. Lavant-dernier
sommet y sur 'unique chemin reliant r a x est le parent (ou le pere ou la mére) de x,
et x est un enfant (ou un fils ou une fille) de y.

Larité d'un sommet est le nombre de ses enfants. Un sommet sans enfant est
une feuille, un sommet d’arité strictement positive est appelé sommet interne. La
hauteur d’'un arbre T est la longueur maximale d'un chemin reliant sa racine a une
feuille. Un arbre réduit a un seul sommet est de hauteur 0.

Arbres ordonnés

Un arbre ordonné (on dit aussi arbre plan) est un arbre dans lequel I'ensemble
des enfants de chaque sommet est totalement ordonné. Autrement dit, pour chaque
sommet interne d’arité k, on a la notion de lier fils, 2ieme fils, ..., keme fils.
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Par exemple, un livre structuré en chapitres, sections, etc se présente comme un
arbre ordonné.

Exemple 11 (Arbre ordonné de la table des matiéres d’un livre)

Autres notions d’arbre

Le concept d’arbre binaire est assez différent des définitions d’arbre libre, arbre
enraciné et arbre ordonné. Il est présenté dans la section du chapitre[2]

Les termes sont des arbres ordonnés étiquetés particuliers. Ils sont présentés
dans la section du chapitre[2]

2 Laméthode de diagonalisation

Rappelons que N? = N x N est dénombrable : il est possible de mettre en corres-
pondance N avec N?. Nous allons illustrer graphiquement une facon de parcourir
les couples d’entiers.
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Exercice 5 (corrigé page[233) Prouver formellement queN x N est dénom-
brable en exhibant la bijection f : N> — N de la figure plus haut.
Produire une autre bijection entre N? etN.

Par contre, I'ensemble des parties de N n’est pas dénombrable : cela peut se
prouver par la méthode de diagonalisation diie a Cantor.

Illustrons-le graphiquement. Supposons que 'on puisse énumérer ’ensemble
des parties de N, et notons les T, T», ...T, ...Chaque partie T; de N peut se voir
comme la ligne i du tableau M = (M; ;);,; a entrées dans {0,1} dont I'élément M; ;
est 1 si et seulement sil’élément j est dans la iéme partie de N.
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On considere alors la partie T* obtenue en “inversant la diagonale de M” : for-
mellement, on considere T* = {j|M ,j = 0}. Cette partie de N n’est pas dans I'énu-
mération, car sinon elle devrait avoir un numeéro jy : si jo € Tj, = T*, alors on devrait
avoir Mj, j, = 1 par définition de M, et Mj, ;, = 0 par définition de 7™ : ce qui est im-
possible. Si jo ¢ T*, alors on devrait avoir M, j, = 0 par définition de M, et M, j, =1
par définition de T* : ce qui est impossible.

Cet argument est a la base de certains raisonnements en calculabilité, comme
nous le verrons.

Exercice 6 Prouver que l'ensemble des suites (uy)nen a valeurs dans {0,1}
n'est pas dénombrable.

Exercice 7 Prouver queR n'est pas dénombrable.

3 Notes bibliographiques

Lectures conseillées Pour aller plus loin sur les notions évoquées dans ce chapitre,
nous suggérons la lecture de [Arnold & Guessarian, 2005] ou du polycopié du cours
INF411 (qui portait le nom de INF421 avant 2014-2015), ou des polycopiés des cours
de I'Ecole Polytechnique de premiére année et des cours de classes préparatoires.

Bibliographie La partie sur les arbres est essentiellement reprise du polycopié de
INF421 (version avant 2014-2015). Le reste du chapitre est inspiré de différentes
sources dont le polycopié de INF561 (cours qui a été renuméroté. Je parle la du

contenu du cours INF561 lorsqu’il était donné par O. Bournez), [Hopcroft & Ullman, 2000]

et [Arnold & Guessarian, 2005|. L'introduction est essentiellement reprise du livre
[Sipser, 1997].
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