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pale machine

rappel : mardi 8 octobre (TD 7)

important : sur les machines des salles info exclusivement
= avoir configuré VSCode avant la pale machine

® se préparer : pales machine 2017, 2018, 2019 et 2023 avec corrigés
sur Moodle
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tutorat

® sept séances

® vendredi 20 septembre 18h—20h
mardi 24 septembre 18h45-20h45
mardi ler octobre 18h45-20h45
mardi 8 octobre 18h45-20h45
mardi 15 octobre 18h45-20h45
mardi 22 octobre 18h45-20h45
mardi 5 novembre 18h45-20h45

® en salle info 31

® avec Lola Mallordy
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Sudoku

remplir avec les entiers de 1 a 9, chaque entier étant utilisé une seule fois

par ligne, par colonne et par groupe 3 x 3

2
715
9
3
3 1
8
2
713

écrivons un programme pour chercher une solution, le cas échéant,

ou déterminer qu'il n'y en a pas
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principe

® construire la solution incrémentalement

® s'interrompre dés qu’on peut déterminer qu’'une solution partielle ne
peut étre complétée, et revenir sur ses pas

on appelle cela le rebroussement (en anglais backtracking)
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choisir une case vide
tester successivement la valeur 1,..,9 pour cette case
® sj elle est compatible, recommencer en 1

échouer
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en Java

la grille de Sudoku est un tableau (ou 0 indique une case vide)

class Sudoku {
private int[] grid = new int[81];

et on se donne les méthodes (avec c, c1,c2 € [0, 80])

int row(int c¢) { return ¢ / 9; }
int col(int c) { return c % 9; }
int group(int c) { return 3 * (row(c) / 3) + col(c) / 3; }
boolean sameZone(int ci1, int c2) {

return row(cl) == row(c2)
[ col(cl) == col(c2)
|| group(cl) == group(c2);
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interruption prématurée

on veut s'arréter dés qu’une case p entre en conflit avec une autre case ¢

boolean check(int p) {
for (int ¢ = 0; c < 81; c++)
if (c != p && sameZone(p, c) &&
this.grid[p] == this.gridl[c])
return false;
return true;

3

(suppose ici que grid[p] n'est pas nul)
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recherche

le coeur de I'algorithme de rebroussement est une méthode récursive

boolean solve() {

qui
® en entrée,
® suppose que grid ne contient pas de contradiction
® en sortie,

® renvoie true si grid a pu étre complétée en une solution
® renvoie false si ce n'est pas possible et grid est inchangée
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boolean solve() {
for (int ¢ = 0; c < 81; c++)
if (this.gridlc] == 0) {

for (int v = 1; v <= 9; v++) {

this.grid[c] = v;

if (check(c) && solve())

return true;

}
this.grid[c] = 0;
return false;

+

return true;

}
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// choisir une
// case c vide

// tester avec v

// rebroussement

// grille pleine
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la paresse de I'opérateur && est ici essentielle

if (check(c) && solve())

ainsi, solve() n'est appelée que si check(c) renvoie true

bien siir, on aurait pu écrire

if (check(c))
if (solve())
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autre remarque

la méthode solve n'a pas essayé toutes les cases vides
mais uniquement la premiere case vide trouvée

car si une solution existe, alors il y aura une valeur pour cette case

tester chaque case vide dans solve serait une perte de temps considérable
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ici, on trouve une solution trés rapidement (120 ms)

Jean-Christophe Fillidtre

2|7|3]4/8|1]9]6]|5
9/1|/6]2|7|5]4|3|8
5/4(8]6[/9/3]1[2|7
815(9]3[4|7]6]1|2
3|6/7]5]1|2]8[4]|9
112[4]9]6(8]7/5]3
413]1]8[2|9]|5[7]|6
6/8(5]7]3/4]2]|9]1
719(2]1]/5/6]3[8|4
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appels a solve

au total, on a fait 142256 appels a solve

c'est trés peu au regard de |'espace potentiel de recherche

Jean-Christophe Fillidtre CSC_41011 rebroussement 14



espace de recherche

il y a 58 cases vides

2 6
avec 9 valeurs par case 715 3
418 9 1
9%8 ~ 2,22 x 10%° 3
3 1 9
8
méme avec les contraintes initiales 1 2 57
8 713
4x4x3x---x3~1,42 %1032 9 4

mais notre code réduit fortement cet espace de recherche au fur et a
mesure de sa progression
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appels a solve

il est intéressant d'observer le nombre d'appels faits a chaque profondeur

ici la profondeur varie entre 0 (premier appel) et 58 (appel sur une grille
pleine)

profondeur | nombre d'appels

0|1
114
2|11
31|28
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répartition

18000 T T T T T

16000 -

14000 -

12000 -

10000 -

8000

nombre d'appels

6000

4000

2000 |

0 10 20 30 40 50
profondeur

Jean-Christophe Fillidtre CSC_41011 rebroussement 17



et les autres solutions ?
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toutes les solutions

et si on ne veut pas une solution, mais toutes les solutions?
ou au moins les compter ?
il est facile d'adapter le code pour cela

int count = 0; // nombre de solutions trouvées
void count() {

¥

cette fois la méthode ne renvoie rien et ne s'arréte plus a la premiére
solution trouvée
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19



néanmoins le code conserve |la méme structure

void count() {
for (int ¢ = 0; c < 81; c++)
if (this.grid[c] == 0) {
for (int v = 1; v <= 9; v++) {
this.grid[c] = v;
if (check(c))
count () ;
}
this.grid[c] = 0;
return;
+

count++;

}
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// choisir une
// case c vide

// tester avec v

// rebroussement

// grille pleine

rebroussement

compter les solutions
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sur notre exemple

on trouve que notre grille n'a en fait qu'une seule solution

2 6 2|7]3]4(8[1]9|6|5
715 3 9]11[6]2|7|5]4]3][8

418 9 1 5/4/8]6/9/3|1(2|7
3 8/5/9|3[4|7]6]1|2

3 1 9 3/6/7]5/1[2]8[4]|9
8 112(4]9/16/8]715/3

1 2 5|7 413]1]18[2]|9]|5|7]|6

8 713 6[8[5]7(3]4]2]9]1
9 4 719/2]1/5/6]3(8(4

en a peine plus de temps (124 ms)
et un peu plus d’appels a solve (148983)
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sur une grille un peu moins contrainte

2
7
9
3
3 1
8
2
7|3
4

un autre exemple

on trouve 433 solutions en 5,5 secondes et 7408 321 appels a count
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1.4x106

structure

1.2x106

1x10°8 |

800000 -

600000 -

nombre d'appels

400000 [

200000 -

Jean-Christophe Fillidtre

10 20 30 40 50 60
profondeur
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mémoire

il est important de noter que le programme occupe trés peu de mémoire
méme s'il tourne longtemps et explore un trés grand espace

en particulier, pas de risque de StackOverflowError
car jamais plus de 82 appels imbriqués
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plus difficile

pour des Sudoku plus grands (16 x 16, 25 x 25, etc.),
il devient nécessaire d'améliorer |'efficacité de notre programme

par exemple en maintenant des ensembles de valeurs encore possibles
(cf exercice 85 page 143 dans le poly)

mais la structure du programme reste la méme

Jean-Christophe Fillidtre CSC_41011 rebroussement
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http://www.enseignement.polytechnique.fr/informatique/CSC_41011/poly.pdf

d’'autres problemes
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les N reines

combien y a-t-il de facons de placer N reines sur un échiquier N x N
sans qu'elles soient en prise ?

)3

g
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I'ane rouge

avec le rebroussement, on détermine qu'il y
a 65880 facons de placer les 10 piéces dans
la grille 5 x 4
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pavage

étant donné un triplet pythagoricien, par exemple (3,4,5),
peut-on paver le carré 5 x 5 avec les équerres des carrés 3 x 3 et 4 x 47
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pavage

étant donné un triplet pythagoricien, par exemple (3,4,5),
peut-on paver le carré 5 x 5 avec les équerres des carrés 3 x 3 et 4 x 47
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le probleme de Scott (1958)

combien y a-t-il de facons de paver ces 60 cases

avec les douze pentaminos?

oo H A P
o, F gm F
H g g db
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généralisation

bien entendu, on peut écrire un programme spécifique a chaque fois

mais y a-t-il un probleme auquel on puisse se ramener souvent
dans I'espoir d'écrire un seul programme?

la réponse est oui,
avec le probléme de la couverture exacte (en anglais exact cover)
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couverture exacte

étant donnée une matrice de 0 et de 1

0010110
1001001
0110010
1001000
01 00°O0O0T1
00011001

existe-t-il un sous-ensemble de lignes
couvrant chaque colonne exactement une fois ?
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application au probleme de Scott

la matrice a

® 72 colonnes, une pour chaque piéce et une pour chaque case
® une ligne par facon de poser une piéce

ami A P 5 meed
100000O0OO0OOOOOT1T1T11100
1 0000O0O0OOOOOOOTI1T1T1T1T1O0

01 000O0OO0OO0CO0O0OOO1I110O0O00

1568 lignes au total (48 lignes pour o4, 96 pour HI‘ etc.)
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les liens dansants
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les liens dansants [Knuth, 2000]

il s'agit d’un algorithme et d'une structure de données trés efficaces
pour résoudre le probleme de la couverture exacte

il élimine progressivement des colonnes et des lignes de la matrice
et procéde par rebroussement en cas d'échec

Jean-Christophe Fillidtre CSC_41011 rebroussement
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I"algorithme

solve ()
1. si la matrice n'a plus de colonnes, on a une solution
2. sinon, choisir une colonne C arbitrairement

3. pour chaque ligne R couvrant C

3.1 ajouter R a la solution

3.2 supprimer toutes les colonnes couvertes par R (dont C)
ainsi que toutes les lignes couvrant ces colonnes (dont R)

3.3 appeler solve() récursivement

3.4 annuler 3.1 et 3.2

4. échouer

Jean-Christophe Fillidtre CSC_41011 rebroussement 36



choix de la colonne a couvrir

on observe (empiriquement) que choisir la colonne contenant le moins de 1
est une bonne stratégie

en particulier, si une colonne ne contient plus de 1, I'algorithme va échouer
tout de suite

il est facile de maintenir le nombre de 1 restants de chaque colonne
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déroulement de I'algorithme

-~ O QO 0T
OO OO
OO, OOW
cNoNeN el e
o~ o, oU
H O OOO~=TMmM
O oo+~ OKFT
_ R, OO, OO
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déroulement de I'algorithme

on choisit la colonne A

-~ 0O QO 0T W
OO OO
O O, OOW®
[cNoNeN el e
RO o, oU
H OOOOFEMmM
OO O, OFT
_H R, OO~ OO
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déroulement de I'algorithme

ABCDEFG

- a0o0o10110

on ch0|5|t. I.a coI9nneA b 1001001
on choisit la ligne b c0110010
d1001000

e0100001

fO0O0O1101
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déroulement de I'algorithme

on choisit la colonne A
on choisit la ligne b
on élimine A, D, G, b, d, e, f

-~ O QO 0O T W
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déroulement de I'algorithme

on choisit la colonne B

-~ O QO 0O T W
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déroulement de I'algorithme

on choisit la colonne B
on choisit la ligne ¢

* ot

-~ O QO 0O T W
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déroulement de I'algorithme

a
on choisit la colonne B * b
on choisit la ligne ¢ . c
on élimine B, C, F, a, ¢ d

e

f
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déroulement de I'algorithme

on choisit la colonne E

* ot

-~ O QO 0O T W
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déroulement de I'algorithme

on choisit la colonne E
on échoue

* ot

-~ O QO 0O T W
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déroulement de I'algorithme

on choisit la colonne E
on échoue
on revient en arriere

* ot

-~ O QO 0O T W
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déroulement de I'algorithme

ABCDEFG

- a0o0o10110

on ch0|5|t. I.a coI9nneA b1001001
on choisit la ligne d c0110010
*d1001000

e0100001

fO0O0O1101
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déroulement de I'algorithme

ABCDETFG®G

N alb 010110

on ch0|5|t. I.a coI(.)nneA b 1001001
on choisit la ligne d clb110010
on élimine A, D, b, d, f *d1001000
el0 1 00000O01

f0OO0OO0O11O0T1
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déroulement de I'algorithme

on choisit la colonne E

%
-~ O QO 0O T W
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déroulement de I'algorithme

on choisit la colonne E
on choisit la ligne a
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déroulement de I'algorithme

* a
on choisit la colonne E b
on choisit la ligne a c
on élimine C, E, F, a, ¢ * d

e

f
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déroulement de I'algorithme

)(.

%
-~ O QO 0O T W

on choisit la colonne B
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déroulement de I'algorithme

)(.

on choisit la colonne B
on choisit la ligne e

x>
-~ O QO 0O T W
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déroulement de I'algorithme

o * a
on choisit la colonne B b
on choisit la ligne e c
on élimine B, G, e * d

* €

f
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déroulement de I'algorithme

)(.

on a une solution {a, d, e}

x>
-~ O QO 0O T W
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mise en ceuvre

il faut trouver un moyen efficace de supprimer des lignes et des colonnes
puis de les rétablir ensuite
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remarque clé

pour supprimer un élément d'une liste doublement chainée

il suffit de faire pointer |'élément de gauche vers I'élément de droite
et vice-versa

observation : I'élément supprimé conserve ses deux pointeurs
et il est donc facile de rétablir la situation initiale

Jean-Christophe Fillidtre CSC_41011 rebroussement
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en Java

this.left.right = this.right; // supprimer this
this.right.left = this.left; // de la liste

this; // remettre this
this; // dans la liste

this.right.left
this.left.right
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la matrice

idée de la structure

relier entre eux tous les 1 de |la matrice
dans des listes doublement chainées circulaires horizontales et verticales

0 01 0110 { ] { ]2
1001001 = {J { =
0110010 L =) ()

1 001000 ={ ] { )
01000001 ) B
0001101 iﬁ]z[ff ?

on ajoute un noeud par colonne et un entéte (ici en rouge)
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intérét

il devient treés facile
® de supprimer une colonne (on I'enléve de la premiére liste)
e de parcourir les 1 d'une colonne ou d'une ligne (ils sont chainés)
e de supprimer un 1 d'une ligne (on I'enléve de la liste verticale)

e de rétablir la situation précédente (avec |'observation faite plus haut,
et en prenant soin de parcourir la liste dans I'ordre inverse)

Jean-Christophe Fillidtre CSC_41011 rebroussement 43



remarque

les 0 de la matrice n'occupent aucune place en mémoire

la matrice peut étre grosse mais trés creuse

exemple : pour le probléeme de Scott plus haut, seulement 8% de 1

Jean-Christophe Fillidtre CSC_41011 rebroussement
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class Node {
Node left, right, up, down;
// pour un élément, sa colonne
Node col;
// pour une colonne, son nom et sa taille
String name;
int size;

Jean-Christophe Fillidtre CSC_41011

en Java
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la danse des liens

couvrir la colonne ¢

void cover (Node c) {
assert c.isColumn() ;
c.removelLR();
for (Node x = c.down; x != c; x = x.down)
for (Node y = x.right; y != x; y = y.right) {
y.removeUD() ;
y.col.size——;
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la danse des liens

dé-couvrir la colonne ¢

void uncover (Node c) {
assert c.isColumn();
for (Node x = c.up; x != c; x = x.up)
for (Node y = x.left; y != x; y = y.left) {
y.col.sizet++;
y.restoreUD() ;
+
c.restorelR();

}

on prend soin de procéder en sens inverse
(up a la place de down et left a la place de right)
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la danse des liens

boolean solve() {

if (header.right == header) return true;

Node best = minColumn() ;

cover (best) ;

for (Node row = best.down; row != best; row = row.down) {
sol.addLast (row) ;
for (Node x = row.right; x != row; x = x.right)

cover(x.col);
if (solve()) return true;
for (Node x = row.left; x != row; x = x.left)
uncover (x.col);
sol.removelast () ;
+
uncover (best) ;
return false;

}
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application
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le probleme de Scott

on trouve ainsi 520 solutions au probléme de Scott, trés rapidement
(en moins d'une seconde)

en réalité, il y a 65 solutions distinctes et 8 symétries a chaque fois

il est facile de se limiter aux 65 solutions, en placant dans une seule
orientation une piéce comme

Jean-Christophe Fillidtre CSC_41011 rebroussement
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le TD de cette semaine

labyrinthe - X
e

seosve|eee

| I |
LR B} L IR
.
|| iink
-
® trouver son chemin avec le ‘H~—| oLl '
rebroussement T | |_|_: L
ole @ ol
® construire un labyrinthe avec du —l | 1 | | ee oo
rebroussement K | | I
® construire un labyrinthe avec LI__ |_|_ Ll
I"algorithme de Wilson 1_ |—| |
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la semaine prochaine

® |ire le poly, chapitre 12
12.1 Le probleme du Sudoku

12.2 Le probléeme des N reines

® bloc 5 : arbres
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