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Génération de troisième harmonique (2004) 11

Addition de photons jumeaux (2006) 14
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Cascade d’effets non-linéaires du second ordre (2001)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

On s’intéresse à la propagation non-linéaire d’un faisceau lumineux monochromatique de fré-

quence ω dans un cristal doubleur de fréquence de susceptibilité non-linéaire du second ordre χ(2).

On admet que, compte tenu des conditions d’accord de phase dans le cristal, les seuls processus

ayant une contribution significative sont le doublage de fréquence (ω + ω → 2ω) et la différence

de fréquences (2ω − ω → ω). On se place dans l’approximation des ondes planes et on note

respectivement E1(z, t) et E2(z, t) les champs électriques du fondamental et du second harmonique.

On pose El(z, t) = Re (Al(z) exp(i(klz − ωlt))) où A1(z) et A2(z) sont les enveloppes complexes

des champs se propageant dans le cristal. On rappelle qu’avec ces notations, l’intensité du faisceau

(encore appelée densité de puissance) s’écrit

Il(z) =
ε0nlc

2
|Al(z)|2

où nl est l’indice de réfraction du faisceau l. Enfin, on supposera que l’amplitude du second

harmonique à l’entrée du cristal (z = 0) est nulle (A2(0) = 0) puisque seul le faisceau fondamental

sera injecté dans le cristal.

1. Etablir les équations couplées gouvernant la propagation de A1(z) et A2(z). On posera ∆k =

2k1 − k2.

2. On pose

αl(z) =

√
nlcε0
2h̄ωl

Al(z)

Rappeler et justifier l’interprétation physique de |αl(z)|2.

3. Montrer que les équations de propagation s’écrivent

dα1

dz
= iξα2α

∗
1e
−i∆kz

dα2

dz
=

i

2
ξα2

1e
i∆kz

où ξ est une grandeur réelle que l’on déterminera.

4. Etablir une relation de conservation faisant intervenir |α1(z)|2 et |α2(z)|2. Exprimer |α2(z)|2 à

l’aide de |α1(z)|2 et de α10 = α1(0) (α10 sera supposé réel positif).

5. Démontrer que α1(z) vérifie l’équation

d2α1

dz2
+ i∆k

dα1

dz
− f(|α1|)α1 = 0
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où f(|α1|) est une fonction de |α1| que l’on explicitera à l’aide de ξ et α10.

6. Dans cette question et la suivante, on supposera que les conditions d’accord de phase sont

parfaitement réalisées (∆k = 0). Exprimer l’équation précédente dans ce cas et vérifier que sa

solution s’écrit α1(z) = A/ cosh(Γz) où l’on déterminera A et Γ. En déduire l’expression de α2(z)

et représenter graphiquement |α1(z)|2 et |α2(z)|2.

7. Interpréter physiquement les régions Γz � 1 et Γz � 1 du graphe obtenu à la question

précédente. Dans le cas Γz � 1, on expliquera (éventuellement de façon très qualitative) pourquoi

le faisceau à ω n’est pas amplifié par un mécanisme d’amplification paramétrique pompé à 2ω ce

qui aurait pour effet de reconvertir le second harmonique en fondamental.

8. Dans cette question et les suivantes, on suppose que la condition d’accord de phase n’est plus

réalisée (∆k 6= 0) et que l’on est dans un régime de faible conversion (Γ� |∆k|). Montrer que dans

ce cas on peut écrire f(|α1|) ≈ −Γ2 et déterminer la solution α1(z) de l’équation de propagation

obtenue dans le cadre de cette approximation. On montrera que α1(z) est la somme de deux termes

dont on discutera les amplitudes relatives.

9. Montrer que sous l’hypothèse Γ� |∆k| une valeur approchée de la solution peut s’écrire

α1(z) = α10 exp

(
i
ω

c
n2,effI1(z)z

)

où l’on déterminera l’expression de n2,eff . Interpréter physiquement le résultat obtenu en com-

parant notamment avec un autre effet non-linéaire connu.

10. On souhaite comparer les résultats théoriques obtenus ci-dessus à une expérience où l’on a

mesuré l’indice non-linéaire effectif total d’un cristal non-linéaire. Cet indice non-linéaire effectif,

divisé par l’indice non-linéaire du matériau n2 résultant des seuls effets du troisième ordre, est

représenté sur la figure ci-dessous.
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L’accord de phase est ici obtenu en exploitant la biréfringence du cristal. Les conditions d’accord

de phase sont variées en inclinant le cristal par rapport au faisceau incident - l’axe des abscisses

de la figure représente précisément l’angle ∆θ, l’accord de phase étant réalisé lorsque ∆θ = 0.

On admet que ∆θ est alors proportionnel à ∆k (on pourra éventuellement justifier brièvement ce

dernier point).

Interpréter les résultats expérimentaux en mentionnant notamment dans quels domaines les

résultats sont en accord avec le modèle théorique.
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Quasi-accord de phase (2002)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

On s’intéresse dans ce problème au doublage de fréquence d’un faisceau lumineux à l’aide de

la technique dite du quasi accord de phase. Celle-ci consiste à utiliser comme élément doubleur un

empilement de 2N lames d’épaisseur L selon le schéma ci-dessous. Les lames de rang impair sont

identiques à la première tandis que les lames de rang pair ont subi une rotation de π autour de

l’axe z.

On rappelle que l’équation de propagation dans les lames de rang impair peut s’écrire

dA2

dz
=
iω2χ

(2)

4n2c
A1(z)2 exp(i∆kz)

où A1 et A2 sont les enveloppes du fondamental et de la seconde harmonique, ω2 = 2ω1 est la

fréquence de la seconde harmonique et ∆k = 2k1 − k2 avec k1 = n1ω1/c et k2 = n2ω2/c. On

supposera ∆k 6= 0. χ(2) est la composante pertinente du tenseur susceptibilité non-linéaire du

matériau (les champs fondamental et doublé sont supposés polarisés linéairement selon un axe

vertical).

Dans la suite, on se placera dans le cas d’une efficacité de doublage faible, ce qui signifie que

l’enveloppe du champ fondamental peut être considérée comme constante (A1(z) = A1).

1. Démontrer que l’équation de propagation dans les lames de rang pair est obtenue en remplaçant

χ(2) par −χ(2) dans l’équation de propagation ci-dessus.

2. Exprimer l’enveloppe du champ en sortie de la lame de rang 2n+ 1, A2((2n+ 1)L), en fonction

de l’enveloppe à l’entrée de la lame, A2(2nL) (n est un nombre entier variant entre 0 et N − 1).

3. Exprimer l’enveloppe du champ en sortie de la lame de rang 2n+ 2, A2((2n+ 2)L), en fonction

de l’enveloppe à l’entrée de la lame, A2((2n+ 1)L).

4. Exprimer l’enveloppe de la seconde harmonique à la sortie de l’ensemble du dispositif de 2N

lames, sachant que seul le fondamental est injecté en entrée.

5. Exprimer l’intensité en sortie du dispositif et montrer que celle-ci est maximale pour certaines

valeurs de L que l’on déterminera. Quel choix de L vous semble le plus approprié ? (on pourra
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comparer l’intensité obtenue avec celle que l’on obtiendrait dans une lame unique de même épaisseur

totale mais où l’accord de phase serait réalisé).

6. On cherche à réaliser le doublage de fréquence d’un faisceau laser de longueur d’onde 932 nm

dans du LiNbO3. Les valeurs de l’indice de réfraction à 932 et 466 nm pour ce matériau sont

respectivement 2.24 et 2.36. Quelle est la valeur optimale de L pour réaliser le quasi accord de

phase ?

7. La figure ci-dessous (Appl. Phys. Lett. 59, 2657 (1991)) représente la puissance produite par

un tel dispositif à quasi accord de phase en fonction de la longueur d’onde du fondamental.

Interpréter la courbe obtenue et déterminer un ordre de grandeur de la largeur à mi-hauteur (que

l’on comparera à la valeur expérimentale) sachant que l’épaisseur totale de l’échantillon est d’environ

500 µm et que les indices de groupe à 932 et 466 nm sont respectivement égaux à 2.32 et 2.74.

8. Par quelle méthode pourrait-on déplacer la longueur d’onde centrale du pic observé ? Dans quel

sens aurait lieu ce déplacement ?
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Doublage d’une impulsion femtoseconde (2003)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

Les questions 2 à 5(c) sont indépendantes de la question 1.

On s’intéresse dans ce problème au doublage de fréquence d’une impulsion ultracourte dans un

cristal non-linéaire de KDP. Ce dernier est un cristal uniaxe dont les indices de réfraction ordinaire

et extraordinaire sont reportés ci-dessous pour quelques valeurs de la longueur d’onde.

λ [nm] no ne

390 1.5254 1.4810

400 1.5240 1.4798

410 1.5228 1.4788

750 1.5031 1.4642

800 1.5015 1.4633

850 1.5000 1.4625

La fréquence centrale de l’impulsion sera notée ω0, correspondant à une longueur d’onde λ0 =

800nm.

1. Les faces du cristal sont taillées de sorte que l’axe optique fasse un angle θ par rapport à la

normale à la face d’entrée du cristal (et donc par rapport au faisceau incident supposé en incidence

normale). Les conditions d’accord de phase sont assurées par biréfringence, le fondamental étant

polarisé selon un axe ordinaire et la seconde harmonique étant dans le plan principal, comme

indiqué sur la figure ci-dessous.

axe
optique

θ

z

Fondamental Seconde
harmonique

0 L

Exprimer l’indice de réfraction vu par la seconde harmonique, ne(θ, 2ω0), d’une part en fonction

de no(2ω0) et ne(2ω0), et d’autre part en fonction de l’indice vu par le fondamental, no(ω0) (l’accord

de phase étant supposé vérifié pour la longueur d’onde centrale de l’impulsion). En déduire la valeur

de l’angle θ. Application numérique.
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Dans toute la suite, on supposera que le cristal est taillé selon l’angle calculé ci-dessus et que

la condition d’accord de phase est donc vérifiée pour la longueur d’onde centrale de l’impulsion.

2. On suppose que le processus de doublage est peu efficace, ce qui nous permet de négliger toute

déplétion du fondamental dont la propagation est ainsi uniquement gouvernée par la dispersion

dans le cristal. En déduire l’expression du champ complexe associé au fondamental E1(z, ω) en

fonction du champ à l’entrée du cristal E1(ω) = E1(0, ω) et du vecteur d’onde k1(ω).

3.1 Le champ associé à la seconde harmonique est noté E2(z, ω) = A2(z, ω) exp(ik2(ω)z) et on

rappelle que l’équation de propagation s’écrit

∂A2

∂z
=

iω

2n2(ω)ε0c
P(2)(z, ω) exp(−ik2(ω)z)

où

P(2)(z, t) =
ε0
4
χ(2)E1(z, t)2

Montrer que

P(2)(z, ω) =
ε0χ

(2)

4

∫ +∞

−∞
E1(ω1)E1(ω − ω1) exp(i(k1(ω1) + k1(ω − ω1))z)

dω1

2π

3.2 En déduire l’expression de A2(z, ω).

4.1 On s’intéresse (dans les questions 4.1 et 4.2 uniquement) au cas où le milieu serait non dispersif.

Calculer la fonction A2(z, ω). Interpréter physiquement le résultat obtenu.

4.2 Dans le cas d’une impulsion gaussienne limitée par transformée de Fourier, que peut-on dire

de la largeur spectrale de l’impulsion doublée par rapport à celle de l’impulsion incidente ? (on

supposera que la largeur spectrale reste faible devant ω0). Que dire de la durée de l’impulsion

doublée ?

Dans la suite on notera A2,ND(z, ω) la valeur de A2(z, ω) obtenue ci-dessus.

5.1 On revient au cas général d’un cristal dispersif, mais on supposera que la largeur spectrale

des impulsions fondamentale et doublée est suffisamment faible pour que l’on puisse effectuer un

développement limité, respectivement de k1(ω) pour ω proche de ω0 et de k2(ω) pour ω proche de

2ω0. Effectuer un développement limité de k1(ω) (resp. k2(ω)) au premier ordre en (ω−ω0) (resp.

(ω − 2ω0)) puis exprimer A2(z, ω) à l’aide de A2,ND(z, ω). On notera ∆k′ = k′1(ω0)− k′2(2ω0).

5.2 Calculer et représenter graphiquement le spectre obtenu en sortie de l’échantillon, |A2(L, ω)|2.

5.3 Déterminer une épaisseur caractéristique L0 du cristal au delà de laquelle on obtient un

rétrécissement spectral significatif, sachant que la largeur spectrale de l’impulsion incidente est

∆ω. Quelle est la conséquence sur la durée de l’impulsion doublée si L > L0 ? Discuter.
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5.4 Exprimer l’indice de groupe (défini par ng = c/vg) en fonction de l’indice de phase n et de sa

dérivée par rapport à la longueur d’onde dn/dλ. Calculer numériquement les valeurs de l’indice de

groupe pour le fondamental et la seconde harmonique à l’aide des données numériques disponibles.

En déduire un ordre de grandeur de L0 pour une impulsion de 100 fs.
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Génération de troisième harmonique (2004)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

On s’intéresse dans ce problème à la génération de troisième harmonique (ou triplement de

fréquence) dans un milieu non-linéaire liquide pour un faisceau gaussien monochromatique de

fréquence ω1 associé au vecteur d’onde k1 = n1ω1/c. La fréquence et le vecteur d’onde du fais-

ceau triplé seront notés respectivement ω3 = 3ω1 et k3 = n3ω3/c. Dans toute la suite le taux

de conversion du fondamental vers la troisième harmonique sera supposé très inférieur à 1. Le

champ électrique est noté selon l’usage En = (En + E∗n)/2 avec En(x, y, z) = An(x, y, z) exp(iknz),

où n = 1 pour le fondamental et n = 3 pour la troisième harmonique. An(x, y, z) est l’enveloppe

complexe du champ électrique. On supposera que le faisceau se propage selon l’axe z et on effectuera

l’approximation paraxiale.

1. Expliquer pour quelle raison on a pu ignorer ci-dessus le processus de doublage de fréquence.

2. Etablir les équations de propagation du fondamental et de la troisième harmonique dans le cadre

de l’approximation paraxiale.

3.1 On s’intéresse aux questions 3.1 et 3.2 au cas où le faisceau fondamental et le faisceau triplé sont

des ondes planes, soit A1(x, y, z) = A0 et A3(x, y, z) = A3(z). Exprimer dans ce cas l’équation de

propagation pour l’enveloppe A3(z). On résoudra cette équation dans le cas d’un milieu d’épaisseur

L compris entre z = 0 et z = L.

3.2 Représenter graphiquement l’intensité produite I3(L) = |A3(L)|2, en distinguant les cas ∆k = 0

et ∆k 6= 0.

4. On rappelle que le faisceau gaussien décrit par l’enveloppe complexe

A1(x, y, z) = A0

√
2

π

k1w0

2iq̃(z)
exp

(
ik1

x2 + y2

2q̃(z)

)
(1)

est solution de l’équation de propagation du fondamental, avec q̃(z) = z− izR. On prendra A0 réel.

Déterminer la phase de Gouy, notée −ψ1(z), définie comme la phase de l’enveloppe au centre

du faisceau (x = y = 0).

5. Dans cette question, on suppose que la condition d’accord de phase est réalisée, soit ∆k = 0.

On considère en outre le cas où les faisceaux fondamental et triplé se propagent dans un milieu

stratifié de sorte que la susceptibilité non-linéaire n’est pas homogène mais dépend de la coordonnée

z. Il pourra s’agir par exemple d’un milieu liquide compris entre deux hublots en verre supposés

semi-infinis comme représenté sur la figure ci-dessous.
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z-L/2 L/2

zχ(3)(z)

On supposera que les indices de réfraction n1 et n3 sont identiques dans le verre et le liquide,

de sorte que les équations de propagation restent valables à condition de remplacer χ(3) par une

fonction supposée connue χ(3)(z). Ainsi la fonction A1(x, y, z) discutée à la question précédente

reste solution de l’équation de propagation et sera utilisée dans toute la suite.

5.1 Vérifier que l’expression

A3(x, y, z) = f(z)
zR
iq̃(z)

exp

(
ik3

x2 + y2

2q̃(z)

)
(2)

est solution de l’équation de propagation et établir l’équation différentielle dont doit être solution

la fonction f(z). Dans la suite, on pourra appeller ξ le préfacteur indépendant de z apparaissant

dans le second membre de cette équation.

5.2 Déterminer f(z) dans le cas où χ(3)(z) prend la valeur constante notée χ(3) à l’intérieur de

l’intervalle [−L/2, L/2] et est nul en dehors de cet intervalle (L étant l’épaisseur de la cuve utilisée).

On prendra comme condition initiale f(−∞) = 0.

5.3 On considère ici le cas limite où L << zR. Comment varie la puissance produite |f(L/2)|2 avec

l’épaisseur L ? Interpréter ce résultat par une comparaison que l’on justifiera physiquement avec

le calcul effectué à la question 3.

5.4 On considère le cas limite inverse où L → +∞ (milieu homogène). Représenter la puissance

produite |f(z)|2 en fonction de z. Que dire de la puissance en sortie de l’échantillon ? Donner une

interprétation physique de ce résultat a priori surprenant.

5.5 Dans le cas général, représenter la puissance produite en fonction de L et commenter la courbe

obtenue. Pour quelle valeur de L a-t-on la puissance maximale ?

6. On considère maintenant le cas d’un milieu homogène dans lequel l’accord de phase n’est pas

réalisé (∆k 6= 0). On admet que, dans le cadre de l’approximation paraxiale, on peut continuer
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à supposer k3 = 3k1 à condition de simplement remplacer la fonction χ(3)(z) introduite ci-dessus

par χ(3) exp(i∆kz). Calculer et représenter graphiquement en fonction de ∆k la puissance produite

|f(+∞)|2. Déterminer la valeur de ∆k correspondant à la puissance maximale produite. Interpréter

physiquement le résultat obtenu. NB : On utilisera l’identité suivante, que l’on pourra démontrer

à l’aide du théorème des résidus :

∫ +∞

−∞

exp(i∆kz)

(z − izR)2
dz = −2π∆k exp(−∆kzR) si ∆k ≥ 0

= 0 si ∆k ≤ 0
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Addition de photons jumeaux (2006)

Durée : 3h

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

Problème proposé par Manuel Joffre, Michel Brune et Jean-Michel Courty

Partie I - Optique classique

1.1 Addition de fréquences entre deux impulsions brèves

On s’intéresse au processus d’addition de fréquences dans un cristal de susceptibilité non-linéaire

χ(2) entre deux impulsions brèves associées aux champs complexes E1(z, ω) et E2(z, ω). On suppose

que ces deux impulsions ont la même fréquence centrale qui sera notée ω0. On appelle E3(z, ω) le

champ produit à la fréquence somme. On appellera k1(ω), k2(ω) et k3(ω) les vecteurs d’onde dans

le cristal pour les trois ondes considérées.

1.1.1 On suppose que les énergies des impulsions sont suffisamment faibles pour qu’on puisse

négliger la dépletion des champs E1 et E2. Ecrire l’expression de E1(z, ω) et E2(z, ω) en fonction de

E1(ω) = E1(0, ω) et E2(ω) = E2(0, ω).

1.1.2 Ecrire le terme pertinent de la polarisation non-linéaire du second ordre intervenant dans

l’équation de propagation de E3(z, ω).

1.1.3 On pose E3(z, ω) = A3(z, ω) exp(ik3(ω)z). Ecrire l’équation de propagation dont est solution

A3(z, ω) à l’aide d’un produit de convolution entre les champs E1(ω) et E2(ω).

1.1.4 Dans toute la suite, on suppose que les conditions d’accord de phase sont réalisées sur toute la

bande spectrale des impulsions considérées. En effectuant une hypothèse sur les largeurs spectrales

des champs E1 et E2, montrer que le champ en sortie du cristal non-linéaire s’écrit

A3(L, ω) = iξ

∫
E1(ω1)E2(ω − ω1)

dω1

2π

avec

ξ =
ω0χ

(2)L

n3ε0c

où L est l’épaisseur du cristal et n3 est l’indice de réfraction à la fréquence 2ω0 pour l’impulsion

E3.

1.1.5 En déduire l’expression de A3(L, t) en fonction de E1(t) et E2(t).

1.1.6 En supposant que les impulsions E1 et E2 sont identiques, montrer que l’énergie de l’impulsion

produite par addition de fréquences est proportionnelle au carré de l’énergie et à l’inverse de la

durée des impulsions incidentes.
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1.1.7 Les spectres |E1(ω)|2 et |E2(ω)|2 étant fixés, montrer que l’énergie totale de l’impulsion pro-

duite est toujours inférieure ou égale à ce que l’on obtiendrait pour des impulsions limitées par

transformée de Fourier.

1.1.8 Donner une condition nécessaire et suffisante sur les phases spectrales ϕ1(ω) et ϕ2(ω) des

impulsions incidentes pour que la densité spectrale d’énergie |A3(L, 2ω0)|2 produite à la fréquence

2ω0 soit identique à ce que l’on obtiendrait pour des impulsions limitées par transformée de Fourier.

1.2 Amplification paramétrique

On considère un amplificateur paramétrique constitué d’un matériau de susceptibilité non-linéaire

χ(2) pompé par un faisceau laser continu associé au champ EP (t) = EP exp(−2iω0t), où EP est une

grandeur réelle. On injecte comme signal une impulsion brève de fréquence centrale ω0 et associée au

champ ES(t). On n’injecte pas de lumière sur la voie complémentaire, correspondant à une direction

de polarisation perpendiculaire à celle du signal. On supposera que la déplétion du champ de pompe

peut être négligée. On appellera kS(ω), kC(ω) et kP les vecteurs d’onde dans le cristal non-linéaire

pour les ondes signal, complémentaire et pompe. On posera ES(z, ω) = AS(z, ω) exp(ikS(ω)z)

et EC(z, ω) = AC(z, ω) exp(ikC(ω)z). On admettra que compte tenu de la nature tensorielle de

l’interaction non-linéaire, les polarisations non-linéaire à prendre en compte pour les propagations

des champs signal et complémentaire sont respectivement

P(2)
S (z, t) = ε0χ

(2)EP exp(i(kP z − 2ω0t))E∗C(z, t)

et

P(2)
C (z, t) = ε0χ

(2)EP exp(i(kP z − 2ω0t))E∗S(z, t)

1.2.1 Ecrire les équations de propagation pour les enveloppes AS(z, ω) et AC(z, ω) des champs

signal et complémentaire.

1.2.2 On suppose la condition d’accord de phase vérifiée sur l’ensemble de la bande spectrale du

signal et du complémentaire, et on effectue les mêmes approximations qu’à la question 1.1.4. Pour

simplifier, on suppose de plus que les indices de réfraction pour le signal et le complémentaire sont

identiques. En déduire le système d’équation

∂AS(z, ω)

∂z
= igA∗C(z, 2ω0 − ω)

∂AC(z, ω)

∂z
= igA∗S(z, 2ω0 − ω)

où g est une grandeur constante que l’on déterminera.
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1.2.3 Résoudre le système d’équations ci-dessus en supposant AS(0, ω) = ES(ω) et AC(0, ω) = 0.

1.2.4 On utilise les champs signal et complémentaire calculés ci-dessus comme champs E1 et E2 du

processus d’addition de fréquence étudié à la partie 1.1. Que peut-on dire de la condition établie

à la question 1.1.8 ? L’energie produite à la fréquence 2ω0 dépend-elle de la phase spectrale de

l’impulsion amplifiée par l’amplificateur paramétrique ?

Partie II - Optique quantique

Dans toute cette partie, on se placera en représentation de Heisenberg. On notera ainsi a(t)

l’opérateur a à l’instant t. On aura naturellement a(0) =a.

On rappelle que l’équation de Heisenberg qui donne l’évolution d’un opérateur O sous l’effet d’un

Hamiltonien H(t) est

ih̄
dO(t)

dt
= [O(t), H(t)]

2.1 Addition de fréquences

On suppose dans cette partie que deux faisceaux lumineux de fréquences ωs et ωc interagissent

dans un cristal non-linéaire pour produire un faisceau à la fréquence somme Ω = ωs +ωc. L’accord

de phase est réalisé en géométrie colinéaire, comme représenté ci-dessous.

Figure 1

On appellera bs, bc et AΩ les opérateurs de destruction associés aux trois modes correspondants.

Le processus d’addition de fréquence est modélisé par une interaction de durée T gouvernée par le

hamiltonien H = H0 +W avec

H0 = h̄ωsb
+
s bs + h̄ωcb

+
c bc + h̄ΩA+

ΩAΩ

W = h̄ζ
(
AΩb

+
s b

+
c +A+

Ωbsbc
)

2.1.1 Ecrire (en représentation de Heisenberg) l’équation d’évolution des opérateurs bs(t), bc(t) et

AΩ(t) sous l’action du hamiltonien H.
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2.1.2 On suppose que ζT � 1 ce qui permet de négliger la déplétion des modes bs et bc. On

négligera donc le terme proportionnel à ζ dans leurs équations d’évolution. Résoudre les équations

d’évolution de bs(t) et bc(t) à cette approximation.

2.1.3 Montrer que l’opérateur en sortie du cristal BΩ = AΩ(T ) s’écrit alors

BΩ = AΩ(T ) = e−iΩT (AΩ − iβbsbc)

où β = ζT .

2.1.4 Dans cette question, on suppose que pour les modes bs et bc sont dans un état cohérent. En

outre, le mode AΩ est vide et les modes bs et bc ont chacun initialement un nombre de photons

égal à n : n = 〈b+s (0) bs (0)〉 = 〈b+c (0) bc (0)〉. Exprimer en fonction de n et de β la valeur moyenne

NΩ =
〈
A+

Ω(T )AΩ(T )
〉

du nombre de photons produits à la fréquence Ω en sortie du cristal. Ce

résultat est-il conforme au comportement attendu en optique classique ?

2.2 Fluorescence paramétrique

On considère le processus de fluorescence paramétrique où un cristal non-linéaire est pompé par

un faisceau monochromatique de fréquence Ω. Ce faisceau, supposé intense et peu perturbé, sera

décrit par un champ classique. Les conditions d’accord de phase dans le cristal utilisé sont telles

que l’émission paramétrique n’est possible qu’en géométrie colinéaire, ce qui permet de supposer

que tous les faisceaux se propagent selon un même axe z.

Figure 2

On considère en outre dans cette partie que seuls deux modes quantiques interviennent : le

signal, associé à l’opérateur as, et le complémentaire, associé à l’opérateur ac. Les fréquences

respectives de ces deux modes sont ωs et ωc et vérifient la relation ωs + ωc = Ω (on supposera

également ωs 6= ωc). Les seuls commutateurs non nuls sont donc [as, a
+
s ] = [ac, a

+
c ] = 1. Le

processus de fluorescence paramétrique est alors modélisé par une interaction de durée τ gouvernée,

en représentation de Schrödinger, par le hamiltonien HS(t) = H1 + V (t) avec

H1 = h̄ωsa
+
s as + h̄ωca

+
c ac

V (t) = h̄ξ
(
exp(−iΩt)a+

s a
+
c + exp(iΩt)asac

)
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où ξ est un nombre supposé réel et proportionnel à l’amplitude du champ de pompe (traité clas-

siquement). Aucun photon de fréquence ωs ou ωc n’étant injecté à l’entrée du dispositif, l’état des

modes signal et complémentaires est décrit par le vide |0, 0〉.

2.2.1 Ecrire en représentation de Heisenberg les équations d’évolution des opérateurs as(t) et a+
c (t).

2.2.2 On introduit les opérateurs

ãs(t) = as(t) exp(iωst)

ãc(t) = ac(t) exp(iωct).

Ecrire le système d’équations portant sur ãs(t) et ã+
c (t).

2.2.3 Montrer que la solution de ce systeme d’équations est:

as(τ) = e−iωsτ
(
as cosh θ − ia+

c sinh θ
)

ac(τ) = e−iωcτ
(
ac cosh θ − ia+

s sinh θ
)

où θ est un parametre que l’on déterminera.

Comme représenté sur la figure 2, on posera dans toute la suite du problème bs = as(τ) et

bc = ac(τ).

2.2.4 Déterminer le nombre de photons signal ns = 〈b+s bs〉 en sortie du générateur paramétrique

et vérifier que ce nombre est égal au nombre de photons complémentaires nc.

Dans la suite du problème on notera n = ns = nc le nombre de paires de photons produites lors

de ce processus.

2.3 Addition de fréquences entre photons jumeaux

On suppose maintenant que le faisceau de fluorescence paramétrique produit par le dispositif étudié

à la partie 2.2 est injecté dans le dispositif d’addition de fréquences étudié à la partie 2.1, selon le

schéma ci-dessous. On négligera le terme déphasage de bs et bc qui décrit la propagation entre les

deux cristaux.

Figure 3
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Le filtre F représenté ci-dessus est dichröıque (ce qui signifie que sa transmission dépend de la

longueur d’onde) et permet de stopper totalement le faisceau de pompe tout en laissant passer les

faisceaux signal et complémentaire. L’état initial du système est le vide pour les modes as, ac et

AΩ. Les opérateurs bs et bc entrants dans le second cristal sont les opérateurs sortants du premier

et ont été calculés à la partie 2.2.

2.3.1 Montrer que le nombre moyen de photons produits à la fréquence Ω en sortie du second

cristal s’écrit

NΩ = β2(n+ 2n2)

où n est le nombre de paires de photons jumeaux calculé à la question 1.2.5

2.3.2 Comparer ce résultat à ce qui était attendu en optique classique. On discutera les cas n� 1 et

n� 1. Pouvez-vous suggérer une interprétation physique du résultat remarquable obtenu lorsque

n� 1 ?

2.3.3 L’expérience décrite dans ce problème a été récemment effectuée par B. Dayan et al. (Phys.

Rev. Lett. 94, 043602 (2005)). Commenter la figure ci-dessous représentant le nombre de photons

détectés à la fréquence Ω en fonction du nombre de paires n (porté sur l’axe des abscisses supérieur).

Figure 4

2.3.4 Quelle méthode utiliseriez-vous pour faire varier expérimentalement le nombre de paires n

afin d’obtenir la courbe de la question 2.3.3

2.4 Modèle multimode

L’objectif de cette question est de comprendre les résultats expérimentaux donnés par la figure

5. La situation etant très proche de ce qui se passe dans l’approche à deux modes développée plus
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haut. On ne demande pas de refaire les calculs, mais de comprendre les résultats à la lumière de

ce qui a été fait plus haut.

Plutot que de se restreindre à une seule paire de modes, nous souhaitons maintenant prendre en

compte un quasi-continuum de modes correspondant aux photons se propageant dans la direction

z, associés aux fréquences ωl = l δω, où l est entier et δω est l’intervalle entre deux modes (égal par

exemple à 2πc/D où D est une ”longueur de quantification”). On a les relations de commutation

habituelles [al, a
+
l′ ] = δl,l′ .

On suppose que le cristal est pompé par un champ classique de fréquence Ω = ωL = Lδω où L

est un nombre entier donné supposé impair. Le processus de fluorescence paramétrique est comme

précédemment modélisé par une interaction de durée τ gouvernée par le hamiltonien dépendant du

temps en représentation de Schrödinger: HS(t) = H1 + V (t) avec maintenant

H1 =
∑
l

h̄ωl a
+
l al

V (t) =
∑
l

h̄ξl
(
exp(−iΩt)a+

l a
+
L−l + exp(iΩt)alaL−l

)

où la grandeur réelle ξl est déterminée par les conditions d’accord de phase dans le cristal non-

linéaire. Cette grandeur est par définition symétrique par rapport à Ω/2, soit ξL−l = ξl. On

supposera qu’elle prend une valeur non nulle seulement pour ωl ∈ [Ω/2 −∆ω/2,Ω/2 + ∆ω/2] où

∆ω est par définition la largeur d’accord de phase.

Ce système produit des paires de photons que l’on va maintenant injecter dans le dispositif

d’addition de fréquences. Dans ce faisceau, tous les photons sont susceptibles de s’associer. En

d’autres termes : deux photons de fréquences ωl et ωl′ pour donner des photons de fréquences

ωl+ωl′ = ωl+l′ . On supposera que la polarisation des photons engendrés par addition de fréquences

est perpendiculaire à celle des photons incidents, et que le faisceau engendré est donc décrit par

un autre ensemble d’opérateurs, appelés Am. Comme à la partie 2.1, le processus d’addition de

fréquences est modélisé par une interaction de durée T gouvernée par le hamiltonien H = H0 +W

avec maintenant

H0 =
∑
l

h̄ωlb
+
l bl +

∑
m

h̄ωmA
+
mAm

et, en supposant que la condition d’accord de phase est parfaitement réalisée pour tous les couples

de fréquences (cristal mince) :

W = h̄ζ
∑
l,l′

(
Al+l′b

+
l b

+
l′ +A+

l+l′blbl′
)
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On appelle Nm le nombre de photons produits dans le mode Bm. Le résultat des calculs est

Nm = β2

δL,m
(∑

l

√
1 + nl

√
nl

)2

+ 2
∑
l

nl nm−l


Interpréter chacun des deux termes intervenant dans l’expression de Nm et discuter la figure ci-

dessous représentant Nm en fonction de la longueur d’onde du rayonnement produit à la fréquence

somme (I. Abram et al., Phys. Rev. Lett. 57, 2516 (1986)).

Figure 5
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Absorption à deux photons (2007)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

On considère un système à trois niveaux soumis au champ électrique E(t) = (E(t) + E∗(t))/2

d’une impulsion femtoseconde. Celle-ci induit une transition biphotonique de l’état fondamental

|g〉 vers l’état excité |e〉 via le niveau relai |r〉. On appelle µ̂ la projection de l’opérateur dipôle

électrique selon la direction de polarisation du champ électrique de l’impulsion et on effectuera un

développement perturbatif de l’opérateur densité à l’aide de la relation habituelle

ρ(p+1)
nm (t) = Gnm(t)⊗

(
E(t)

∑
l

(µnlρ
(p)
lm(t)− ρ(p)

nl (t)µlm)

)

où

Gnm(t) =
i

h̄
Θ(t) exp(−iωnmt− Γnmt) et Gnm(ω) =

−1/h̄

ω − ωnm + iΓnm

Les fréquences de transition sont telles que ωeg ≈ 2ω0, où ω0 est la fréquence centrale de l’impulsion,

et ωrg � ω0, comme représenté ci-dessous.

g

r

0ω

e

La nature non résonnante des transitions vers l’état |r〉 permet de poser Γrg = Γre = 0. On

supposera par ailleurs que Γeg et Γee sont très inférieurs à ω0. On fait enfin l’hypothèse que µer et

µrg sont les seuls éléments de matrice non nuls de l’opérateur µ̂ (ainsi bien entendu que les éléments

µre et µgr obtenus par transposition1).

1. Donner un exemple de symétrie que peut vérifier le système permettant de justifier la dernière

hypothèse énoncée ci-dessus.

2. Identifier et calculer le seul élément de matrice non nul de l’opérateur ρ̂(1), sachant que ρ̂(0) =

|g〉〈g|. On en donnera une valeur approchée en fonction de E(t) et E∗(t) en tenant compte du fait

que la largeur spectrale de l’impulsion ∆ω est très inférieure à ωrg. NB : dans cette question comme

dans les suivantes, on pourra s’aider d’une représentation graphique qualitative dans l’espace des

fréquences afin d’identifier les termes pertinents.

1Dans la suite du problème cette dernière précision sera considérée comme implicite à chaque fois que l’on men-
tionne le seul élément de matrice non nul d’un opérateur hermitien.
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3. Identifier les éléments de matrice non nuls de l’opérateur ρ̂(2) et exposer les raisons permettant

de ne conserver que ρ
(2)
eg (t).

4. Calculer ρ
(2)
eg (t). En ne conservant que le terme résonnant, montrer qu’on obtient

ρ(2)
eg (t) =

µ̃eg
2
Geg(t)⊗ E(t)2

où µ̃eg est un élément de matrice effectif dont on donnera l’expression.

5. Calculer la polarisation non-linéaire du second ordre. Commenter le résultat obtenu.

6. Exprimer ρ
(3)
er (t) à l’aide de ρ

(2)
eg (t). On simplifiera le résultat obtenu en utilisant une méthode

similaire à celle de la question 2.

7. Déterminer ρ
(4)
ee (t) en ne conservant que les termes résonnants.

8. On rappelle l’expression vue en cours de la population au second ordre de la théorie des

perturbations pour un système à deux niveaux dans le cadre de l’approximation de l’onde tournante:

ρ(2)
ee (t) = −|µeg|

2

4
Gee(t)⊗ (E∗(t) (Geg(t)⊗ E(t))) + c.c.

En déduire que le processus d’absorption à deux photons étudié ici est équivalent à un processus

d’interaction à un photon entre un champ effectif égal au champ doublé E(2)(t) = E(t)2 et un

système à deux niveaux effectif dont on précisera les paramètres.

9. En déduire que la probabilité d’excitation après la fin de l’impulsion est gouvernée par l’intégrale

de recouvrement entre le spectre du champ doublé |E(2)(ω)|2 et le spectre d’absorption α(ω) du

système à deux niveaux effectif, dont on rappellera l’expression.

10. Exprimer E(2)(ω) à l’aide d’une intégrale portant sur E(ω′). Montrer que |E(2)(ω)| est majorée

par la valeur obtenue pour une impulsion de même spectre mais limitée par transformée de Fourier.

11. Que dire de |E(2)(ωeg)|2 lorsque la phase spectrale de l’impulsion est telle que ϕ(ω′) = −ϕ(ωeg−

ω′). Interpréter ce résultat à l’aide du retard de groupe τg(ω
′) des différentes composantes spectrales

contribuant à l’absorption biphotonique.

12. Décrire qualitativement ce qui se produit lorsque ϕ(ω′) 6= −ϕ(ωeg − ω′).

13. Discuter les deux figures ci-dessous, extraites de l’article de Pastirk et al., Opt. Express 11,

1695 (2003).
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Fig. 1 : Calculated power spectrum of E(t)² for 
transform-limited pulse (black). Absorption 
spectrum for HPTS at pH 10 (red line) and pH 
6 (blue line).

Fig. 2 : Experimental demonstration of pH-sensitive
selective two-photon microscopy. The sample being
imaged has an acidic (left side of the frame at pH 6) and a 
basic (right side of the frame at pH 10) region, both labeled
with HPTS. The left panel shows the images obtained
using 21-fs transform limited pulses centered at 842 nm (a) 
and shaped pulses with a spectral phase that maximize pH 
6 (b) or pH 10 (c) fluorescence.

pH10

pH
6
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Oscillateur femtoseconde (2008)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

Problème proposé par Manuel Joffre et François Hache.

L’objet de ce problème est d’étudier la propagation d’une impulsion dans une cavité laser

produisant un train stationnaire d’impulsions femtosecondes. La figure ci-dessous représente le

schéma du laser:

M1P2 Ti:S M1

M2 P1

Laser de pompe

La cavité est constituée d’un cristal de saphir dopé au titane (Ti:S) et d’un ensemble de deux

prismes P1 et P2 permettant d’introduire une dispersion de vitesse de groupe négative, ajustable

par translation du prisme P1. Le chemin optique entre les deux miroirs extrêmes de la cavité, M1

et M2, est noté L. On rappelle que la production d’un train d’impulsions courtes résulte de l’effet

conjugué de la dispersion de vitesse de groupe négative intervenant dans la ligne de prismes et de

l’effet Kerr optique intervenant dans le cristal de saphir.

On traite la propagation dans la cavité à l’aide d’un modèle à une dimension, et on appellera z la

coordonnée le long du trajet du faisceau. On appellera A(z, t) l’enveloppe complexe de l’impulsion

exprimée dans un référentiel se propageant à la vitesse de groupe, ce qui signifie que pour toute

valeur de z la fonction |A(z, t)|2 restera centrée en t = 0. De même, la fonction |A(z, ω)|2 sera

supposée centrée en ω = 0. On admettra que l’action de la ligne de prisme sur l’impulsion se

traduit par l’ajout d’une phase spectrale purement quadratique ϕ(ω) = 1
2ϕ
′′ω2, où ϕ′′ est négatif.

Par ailleurs, on négligera la dispersion linéaire intervenant dans le cristal de saphir, supposé très

peu épais, ce qui permettra d’écrire l’équation de propagation dans le cristal sous la forme

i
∂A
∂z

= −γ|A(z, t)|2A(z, t) (3)

où γ est le coefficient de non-linéarité Kerr dans le cristal.

Partie I : Quelques valeurs numériques
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La puissance du laser de pompe est de 5 W. Le rendement du laser femtoseconde est supposé égal

à 10 %, et la transmission du miroir de sortie M1 est de 2%. Enfin, on donne la longueur de la

cavité, L = 1.5 m.

1.1 Quel est le taux de répétition du laser ?

1.2 Quelle est l’énergie par impulsion ?

1.3 Déterminer l’énergie de l’impulsion circulant dans la cavité.

Partie II : Modèle continu

On supposera dans cette partie que la déformation de l’impulsion lors de sa propagation dans

la cavité est suffisamment faible pour qu’on puisse distribuer l’effet des prismes et du cristal tout

le long de la cavité. Cette approximation permet de traiter la propagation dans la cavité comme si

l’impulsion se propageait dans un milieu homogène effectif d’épaisseur L, en obéissant à l’équation

de Schrödinger non-linéaire

i
∂A
∂z

=
k′′0
2

∂2A
∂t2
− γeff |A(z, t)|2A(z, t) (4)

où k′′0 est un coefficient de dispersion effectif et γeff est un coefficient Kerr optique effectif, supposé

positif. On rappelle que lorsque k′′0 est négatif cette équation admet une solution stationnaire

appelée soliton et s’exprimant

A(z, t) = A0

exp
(
i
|k′′0 |z
2τ2

)
cosh(t/τ)

(5)

ou, dans l’espace des fréquences,

A(z, ω) = πτA0

exp
(
i
|k′′0 |z
2τ2

)
cosh(πωτ/2)

(6)

avec la condition

γeff |A0|2τ2 = |k′′0 | (7)

L’objet des deux premières questions de cette partie est de déterminer les valeurs des coefficients

effectifs introduits plus haut pour que le modèle représente bien l’effet des prismes ou du cristal

dans le cas simple où un seul de ces deux éléments est présent dans la cavité.

2.1 Ecrire puis résoudre dans l’espace des fréquences l’éq. 4 sans le terme non-linéaire (γeff = 0).

En considérant la propagation sur une distance L, déterminer la relation entre le paramètre ϕ′′

introduit plus haut et le coefficient de dispersion de vitesse de groupe effectif k′′0 .

2.2 Ecrire l’éq. 4 sans le terme de dispersion (k′′0 = 0) puis montrer que l’intensité temporelle

I(z, t) = |A(z, t)|2, qui sera simplement noté I(t) dans la suite, ne dépend pas de z. En comparant
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la solution de cette équation, pour une distance de propagation égale à L, avec la solution de l’éq. 3,

pour une distance de propagation égale à Lc, on en déduira une relation entre γ et γeff .

2.3 En supposant que l’impulsion se propage dans la cavité sous la forme du soliton introduit plus

haut, établir une relation entre τ , |ϕ′′|, γ, Lc et

w =

∫ +∞

−∞
|A(z, t)|2dt ,

grandeur proportionnelle à l’énergie de l’impulsion. Décrire qualitativement la variation de la durée

et de la largeur spectrale de l’impulsion en fonction du paramètre |ϕ′′| (à énergie par impulsion

constante).

2.4 La figure ci-dessous, extraite d’un article de P.F. Curley et al. (Opt. Lett. 18, 54 (1993))

représente une série de spectres produits par un laser femtoseconde pour différentes positions d’un

des prismes de la cavité. La dispersion nette de la cavité est négative et |ϕ′′| diminue lorsque l’on

va de bas en haut (ce qui signifie que ϕ′′ augmente).
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Operation of a femtosecond Ti:sapphire solitary laser in the
vicinity of zero group-delay dispersion

P. F. Curley, Ch. Spielmann, T. Brabec, F. Krausz, E. Wintner, and A. J. Schmidt
Technische Universitat Wien, Abteilung Quantenelektronik und Lasertechnik, Gusshausstrasse 27, A-1040 Wien, Austria

Received August 31, 1992
We report the operating characteristics of a self-mode-locked Ti:sapphire solitary laser at reduced group-
delay dispersion. The generation of -12.3 fs near-sech2 optical pulses at 775 nm is reported, together with
experimental evidence for the dominant role of third-order dispersion (TOD) as a limiting factor to further
pulse shortening in the oscillator. At reduced second-order dispersion excessive residual TOD is shown to
lead to dispersive wave generation, and the position of the dispersive resonance is used to determine the ratio
of the net second- and third-order intracavity dispersions. Since the magnitude of TOD rapidly decreases
with increasing wavelength in prism-pair dispersion-compensated resonators, the oscillator presented has the
potential for producing sub-10-fs pulses in the 800-nm wavelength region.

The operation of self-sustaining mode-locked
Ti:sapphire lasers' at reduced net second-order
group-delay dispersion (GDD) previously permitted
the generation of sub-20-fs pulses directly from a
laser.2'3 The pulse shaping in these lasers is a result
of the discrete solitonlike interplay between the GDD
and self-phase modulation in the gain medium, with
the shortest pulses generated for small net round-
trip negative GDD.4-6 Since a reduction of the
net negative GDD in solitary lasers calls for low
round-trip intracavity third-order dispersion7 (TOD),
the resonator has to be optimized for minimum
TOD if short pulses are to be generated.8 -'0 In
this Letter we report the generation of 12-fs pulses
from a Kerr lens mode-locked Ti:sapphire laser
optimized for maximum self-amplitude modulation
and minimum intracavity TOD. We discuss the
operating characteristics of the laser at reduced
GDD that provide evidence for the limiting role of
TOD and report what is to our knowledge the first
observation of dispersive waves as a result of TOD in
a solitary laser.

The laser is constructed by using an X cavity con-
figuration and a 4-mm-long Brewster-cut Ti:sapphire
rod (Crystal Systems). The cavity design follows the
layout of a previous design9 and uses single-stack
reflective optics comprising two 100-mm radius-of-
curvature high reflectors, a flat high-reflector fold
mirror and a flat high-reflector end mirror. Two
Brewster-angled fused-silica prisms are positioned in
the longer arm of the resonator, with an apex-to-
apex separation of 59.5 cm, and a flat 5% wedged
output coupler is positioned in the dispersive cavity
end to couple out the solitary pulse with the shortest
duration.6 The laser is pumped with 5 W of 527.5-
nm pump light from a cw actively mode-locked (76
MHz), frequency-doubled Nd:YLF laser (Quantronix
4216D). Mode locking of the Ti:sapphire laser is
achieved by using synchronous pumping and a verti-
cal slit in the short nondispersive cavity arm, with the
cavity focusing mirrors positioned to maximize the

passive amplitude modulation." A second external
prism pair is used to remove residual spatial chirp
and permits compensation for chirp introduced by
the output mirror substrate and precompensation
for the finite thickness of the autocorrelator beam
splitter. The pulse duration is measured by collinear
interferometric autocorrelation by use of a 30-,um-
thick barium borate doubling crystal. In Fig. 1 the
variation of the mode-locked pulse spectrum is dis-
played as a function of increasing intracavity glass,
with optimum mode locking corresponding to the
central region of the diagram. It can be seen that,
as the net negative GDD is reduced, the spectrum
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Fig. 1. Mode-locked spectra recorded by an optical multi-
channel analyzer at the dispersive cavity end as a function
of increasing prism glass path for fixed values of intra-
cavity pulse energy and aperture width. The relative
change in net intracavity GDD between the adjacent
spectra is AD = 10 fS2 for the initial reference A = 0.8
,um. The discontinuities in some of the spectra at 775
nm are due to damaged detector array elements.
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i)

Les spectres obtenus vous semblent-t-ils en accord qualitatif avec le modèle ?

2.5 Les miroirs M1 et M2 sont maintenant tout deux remplacés par des miroirs dont le coefficient

de transmission est égal à 1 %, ce qui permet d’observer les impulsions sortant par M1 et par M2.

On observe que ces impulsions n’ont pas la même durée, les deux valeurs mesurées étant 35 et 52 fs

(à ce stade on ne précise pas de quel côté du laser sort l’impulsion la plus courte). Ce résultat vous

semble-t-il compatible avec le modèle utilisé ?

2.6 Calculer l’ordre de grandeur du déphasage non-linéaire causé par la propagation dans le

cristal, sachant que l’indice non-linéaire du cristal de saphir (d’épaisseur Lc = 2mm) est n2 =
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3 × 10−20m2/W. On prendra pour cette question une impulsion de forme rectangulaire de durée

égale à 40 fs. On supposera que le profil spatial est un disque homogène de rayon 20 µm. Que

pensez-vous du résultat obtenu ?

Partie III : Modèle discret

On se propose d’utiliser maintenant un modèle prenant en compte la nature discrète des éléments

introduits dans la cavité, comme représenté dans la figure ci-dessous, où ϕ′′ représente la ligne de

prismes et γ le cristal de saphir.

M2

ϕ ′′ γ
M1

1A

2A

3A
4A

5A

On considère les enveloppes Aj(t) du champ aux points indiqués et les variances associées ∆t2j et

∆ω2
j . On s’intéressera à une solution stationnaire telle que l’enveloppe se reproduise identique à

elle-même (à une phase près) après un tour de cavité, soit A5(t) = eiθA1(t). Pour cela on déplie la

cavité et on décrit un aller-retour dans la cavité selon le schéma ci-dessous.2

z

1A 2A 3A 4A 5A

0k ′′ 0k ′′ effγ effγ

LL L L1z 2z 3z 4z 5z

3.1 Montrer que 4 parmi les 5 ∆tj sont identiques. Montrer de même que 4 parmi les 5 ∆ωj sont

identiques.

3.2 Rappeler la forme générale de la variation avec z de ∆t(z)2 dans un système dispersif. Déduire

des résultats de la question précédente le centre de symétrie de cette fonction puis en déduire une

relation entre ∆t1, ∆t2 et ∆ω1. Représenter graphiquement la fonction ∆t(z)2 en fonction de z

dans l’intervalle [z1, z5] puis discuter à nouveau les résultats expérimentaux de la question 2.5. On

indiquera de quel côté de la cavité sort l’impulsion la plus courte.

3.3 On considère maintenant l’évolution de la largeur spectrale lors de la propagation dans le

cristal. Ecrire l’expression de la phase temporelle Φ(z, t) pour z3 < z < z5, puis écrire la fréquence

2on n’attachera pas d’importance au fait que la distance parcourue soit 4L au lieu de 2L car le résultat final sera
indépendant du choix de L.
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instantanée Ω(z, t) = −dΦ/dt. En déduire les moyennes par rapport au temps 〈Ω(z, t)〉 et 〈Ω(z, t)2〉,

puis la variance correspondante ∆Ω2. On rappelle que la variance de la fréquence s’écrit ∆ω2 =

∆ω2
Φ=0 +∆Ω2, où ∆ω2

Φ=0 serait la variance obtenue en l’absence de phase temporelle (voir éq. A.34

du cours). En déduire la forme générale de ∆ω(z)2 puis une relation entre ∆ω3 et ∆ω4. Représenter

la fonction ∆ω(z)2 dans l’intervalle [z1, z5].

3.4 La figure ci-dessous, extraite d’un article de P.F. Curley et al. (J. Opt. Soc. Am. B 10, 1025

(1993)), représente les spectres mesurés pour les deux sorties de la cavité. Vol. 10, No. 6/June 1993/J. Opt. Soc. Am. B 1027
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Fig. 3. Mode-locked spectra recorded at the dispersive cavity
end (solid curve) and the nondispersive end (dashed curve).

tiated by matching the cavity length of the Ti:sapphire
laser to that of the pump laser, which causes the KLM
mechanism to start spontaneously from the synchronously
pumped mode-locked state. The mode locking can toler-
ate cavity detuning away from the synchronously pumped
state; however, the laser is not self-starting under such
conditions. At the dispersive cavity end the output beam
is spatially chirped as a result of passing through only a
single prism pair. Hence a second pair of prisms is used
externally to remove such chirp, and by the appropriate
choice of the glass path within this prism section any ad-
ditional chirp introduced by transmission through the
output mirror substrate may also be compensated for.

The pulse spectra at the two cavity ends are recorded by
use of an optical multichannel analyzer (EG&G Model
1460, ISA Instruments). The two output beams are
directed into the analyzer, and the pulse spectra are
recorded simultaneously by use of a two-dimensional
multielement detector array (CCD, Model 1430-P). Auto-
correlations of the pulses from both cavity ends are also
recorded; however, these cannot be taken precisely simul-
taneously. A mirror is mounted onto a translation stage
and positioned so that each output beam can be selected
without the need for realignment of the autocorrelator.
The fringe resolved autocorrelations are shown in Fig. 2
and indicate chirp-free pulses of X 35 fs duration (sech2

shape assumed) at the dispersive output and T- 52 fs
from the nondispersive cavity end. The signal-to-noise
ratio is low for the latter measurement because of the low
output from this arm of the resonator. The noise on the
baseline of the autocorrelations originates from the pump
laser modulator rf driver. Allowing for the dispersion of
the mirror substrate, the calculated intracavity pulse du-
ration at the output coupler of the nondispersive cavity
end is r 48 fs. This yields a measured difference in
pulse duration of AT = 13 fs between the two cavity ends.
The pulse spectra from the two cavity ends are shown in
Fig. 3, and the corresponding mode-locked bandwidths are

21.0 and 14.7 nm for the dispersive and nondispersive
cavity ends, respectively. The corresponding time-
bandwidth products TAv are 0.35 and 0.36, respectively.

A problem in applying Eq. (3) directly to femtosecond
lasers is the difficulty of accurately measuring the net in-
tracavity round-trip GDD. A new method has been pro-
posed by Knox'3 for the determination of D; however, the
reproducible wavelength tuning required was not possible
with our present system. Nevertheless, with the mea-
sured prism parameters for our system, the net round-trip
GDD can be estimated, yielding D - 500 fs2. From the
theoretical results discussed, it is also possible to estimate
the magnitudes of both D and Ar from the measured mode-
locked characteristics of our KLM system. For an aver-
age laser mode spot size in the Kerr medium of 28 Am,
¢ = 1.9 X 10-6 W-1, and, for intracavity pulse energies of
eW = 46 nJ, substitution into Eq. (3) yields the result
D -650 fs2 , which is in reasonable agreement with the
calculated net GDD based on the measured glass paths of
the beams within the prisms. Similarly, we can obtain a
predicted result for AT = 13.2 fs, a result calculated inde-
pendent of the dispersion D, which is in good agreement
with the experimentally determined value.

In summary, we have demonstrated the operation of a
solitary laser and confirmed that mode-locked pulse char-
acteristics such as duration and bandwidth can vary dra-
matically as a function of cavity position. In such
solitary lasers the discrete pulse-shaping effects can be
strong enough to produce considerable modification to the
pulse over a single cavity round trip. As a consequence,
the weak-pulse-shaping approximation (i.e., r << 1) can-
not be assumed to be valid for femtosecond solitary lasers,
and the conventional description for mode locking in
terms of phase-locked intracavity modes cannot be gener-
ally applied to such systems.
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Curley et al.

Pouvez-vous expliquer ce résultat et indiquer à quel spectre correspond chacune des deux sorties

M1 et M2 de la cavité ?

3.5 Décrire qualitativement la propagation de l’impulsion dans la cavité, en indiquant notamment

la dérive de fréquence de l’impulsion aux différents points de la cavité et les phénomènes physiques

venant modifier la forme temporelle ou spectrale de l’impulsion.

3.6 On fait l’hypothèse simplificatrice que l’impulsion est de forme gaussienne, supposée limitée par

transformée de Fourier en deux points de la cavité que l’on précisera. Etablir un système de deux

équations portant sur ∆t21 et ∆t22, puis retrouver une relation similaire à celle obtenue à la question

2.3 dans le cas où γ et ϕ′′ tendent vers zéro. Pour comparer les équations obtenues, on utilisera le

fait que, pour une impulsion de type soliton comme celle décrite par l’éq. 3, on a ∆t = τπ2/12. On

donne également

1

σ
√

2π

∫ +∞

−∞
exp

(
− x2

2σ2

)
dx = 1 et

1

σ
√

2π

∫ +∞

−∞
x2 exp

(
− x2

2σ2

)
dx = σ2.
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Façonnage d’impulsion (2009)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

Il est vivement recommandé de consulter au préalable le formulaire situé à la fin de ce docu-

ment, puis de s’y reporter régulièrement, car on y trouvera certaines formules mathématiques utiles

à la résolution du problème. Les quatre parties peuvent le plus souvent être traitées indépendamment

à condition d’admettre les résultats annoncés dans le sujet.

De nombreuses expériences utilisant des impulsions femtosecondes nécessitent un contrôle précis

de la forme temporelle des impulsions, par exemple pour compenser la déformation subie lors de la

propagation, ou bien pour des expériences de contrôle cohérent. On utilise pour cela un dispositif

de façonnage d’impulsion, ou façonneur, qui est en fait un filtre linéaire programmable caractérisé

par sa fonction de transfert complexe R(ω), déterminant la relation entre l’impulsion incidente,

Ein(ω), et l’impulsion produite par le façonneur, Eout(ω). On a ainsi Eout(ω) = R(ω)Ein(ω), ou

encore Eout(t) = R(t) ⊗ Ein(t) dans le domaine temporel. Comme il s’agit d’un filtre passif, on

a obligatoirement |R(ω)| ≤ 1, ce qui signifie qu’il n’y a pas d’amplification. Dans le cas idéal,

le façonneur permet de programmer le module et la phase de la fonction R(ω). Un exemple très

répandu de façonneur est le dispositif représenté Fig. 1 et 2, et dont l’étude approfondie fait l’objet

de ce problème. La Fig. 1 représente le trajet des différentes composantes spectrales constituant

l’impulsion, tandis que la Fig. 2 représente la propagation du faisceau lumineux associé à la longueur

d’onde centrale.

Plan de
Fourier

f f ff

Masque
programmable

x

β(λ)

x
x

Fig. 1

Le faisceau incident est tout d’abord diffracté sur un réseau de diffraction, qui décompose les

différentes composantes spectrales de l’impulsion. Chaque longueur d’onde est focalisée dans un
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plan appelé plan de Fourier situé dans le plan focal d’une lentille cylindrique, placée elle-même à

une distance f du réseau de diffraction. Un masque, utilisant par exemple une matrice de cristaux

liquides adressable spatialement et caractérisé par sa fonction de transfert complexe M(x) permet

de contrôler le module et la phase en chaque point du plan de Fourier. Puis le faisceau initial est

reconstitué à l’aide d’un arrangement symétrique. Dans le cas où le masque est neutre (M(x) = 1),

l’impulsion initiale est reconstituée identique à elle-même. A l’inverse, une modification de la

fonction de transfert du masque permet de modifier la forme de l’impulsion transmise.

f ff x f

α
β0

Fig. 2

Partie I : Introduction

1.1 On rappelle que la diffraction sur un réseau de période d obéit à la relation

sinα+ sinβ(λ) =
λ

d
(8)

où α est l’angle entre le faisceau incident et la normale au réseau, tandis que β(λ) (ou β(ω)) est

l’angle du faisceau diffracté. On appellera β0 = β(ω0) l’angle associé au faisceau diffracté pour la

fréquence centrale, ω0, de l’impulsion (voir Fig. 2). On appellera x(ω) la coordonnée dans le plan

de Fourier où est focalisée la composante de fréquence ω, en supposant que la fréquence centrale

ω0 est focalisée au centre (x = 0). En effectuant un développement au plus bas ordre en ω − ω0,

montrer que x(ω) ≈ ξ(ω − ω0), où ξ est un facteur que l’on déterminera.

1.2 On considère une impulsion limitée par transformée de Fourier, de forme gaussienne, et de

durée ∆t = 10 fs (au sens de l’écart quadratique moyen). Quelle sera l’extension ∆x (au sens de

l’écart quadratique moyen) du faisceau dans le plan de Fourier ? On donne la longueur d’onde

centrale, λ0 = 800 nm, le nombre de traits par mm gravés sur le réseau, 1/d = 300 mm−1, l’angle

d’incidence du faisceau sur le réseau, α = 10◦, et la distance focale, f = 250 mm.
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1.3 On cherche à utiliser le façonneur pour produire deux répliques de l’impulsion incidente décalées

l’une par rapport à l’autre d’un retard τ :

Eout(t) = η (Ein(t+ τ/2) + Ein(t− τ/2)) (9)

Déterminer le module et la phase de la fonction de transfert correspondante. Calculer la valeur de

η associée à la meilleure transmission possible pour ce filtre (en supposant que τ est très supérieur

à la durée ∆t de l’impulsion incidente). Comment cette transmission se compare-t-elle à celle d’un

interféromètre de Michelson que l’on aurait utilisé pour réaliser la même fonction ?

Partie II : Modélisation d’une ligne 4f

L’objet de cette partie est de modéliser la partie centrale du façonneur (à l’exception des réseaux

de diffraction), appelée ligne 4f et représentée à nouveau Fig. 3.

f ffx f x

Fig. 3

Le système étant invariant par translation selon la dimension y (perpendiculaire au schéma des

Fig. 1 à 3), on ne considérera qu’une seule variable transverse, x, et le champ sera donc caractérisé

par la grandeur complexe E(x, ω) en différents points du dispositif, comme représenté Fig. 3. Pour

éviter toute confusion, on utilisera la notation Ẽ(kx, ω) pour exprimer le champ dans l’espace des

fréquences spatiales, qui est relié à E(x, ω) par les relations de Fourier habituelles (voir eq. 20 et

21).

On rappelle les relations de transfert entre le champ entrant, E , et le champ sortant, E ′ pour

les éléments optiques suivants:

• Propagation libre sur une distance L

Ẽ ′(kx, ω) = Ẽ(kx, ω) exp

(
−ik

2
xc

2ω
L+ i

ω

c
L

)
(10)
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• Traversée d’une lentille de distance focale f

E ′(x, ω) = E(x, ω) exp

(
−iωx

2

2fc

)
(11)

2.1 On considère tout d’abord la première moitié de la ligne. Exprimer le champ Ẽ4 en fonction

de Ẽ3, puis Ẽ3 en fonction de Ẽ2, puis Ẽ2 en fonction de Ẽ1. En déduire l’expression de Ẽ4(kx, ω)

en fonction de la fonction Ẽ1. On explicitera le produit de convolution obtenu pour finalement

exprimer Ẽ4(kx, ω) en fonction de E1.

2.2 En prenant la transformée de Fourier de l’équation obtenue ci-dessus, et à l’aide d’un change-

ment de variable approprié, exprimer E4(x, ω) à l’aide de la fonction Ẽ1. Discuter les résultats

obtenus aux questions 2.1 et 2.2.

2.3 On considère maintenant la ligne 4f dans son ensemble, comme représenté Fig. 3. L’effet du

masque est simplement donné par la relation E5(x, ω) = M(x)E4(x, ω). Exprimer Ẽ8(kx, ω) en

fonction de E5 puis montrer que

Ẽ8(kx, ω) = i exp

(
i
4ωf

c

)
M(ζkx)Ẽ1(−kx, ω) (12)

où ζ = −fc/ω.

2.4 Donner l’interprétation physique du facteur exp(i4ωf/c) et indiquer un changement de variable

simple sur le champ Eout(x, t) permettant de s’en affranchir. Dans la suite du problème, on utilisera

donc l’expression simplifiée

Ẽ8(kx, ω) = iM(ζkx)Ẽ1(−kx, ω) (13)

2.5 Discuter le résultat obtenu en l’absence de masque (M(x) = 1), puis dans le cas général. Quel

type d’opération ce dispositif permet-il d’effectuer ?

Partie III : Modélisation du dispositif de façonnage

On s’intéresse maintenant à la modélisation du façonneur dans son ensemble, tel que représenté

Fig. 1. Il s’agit pour cela de prendre en compte l’effet de la diffraction sur les réseaux placés en

amont et en aval de la ligne 4f étudiée lors de la partie précédente. On appellera Ein(x, ω) le champ

incident juste avant la diffraction sur le premier réseau, et Eout(x, ω) le champ produit juste après

la diffraction sur le second réseau, avec le choix d’axe transverse x comme représenté Fig. 1.

3.1 On admet que la diffraction sur le premier réseau peut être caractérisée par la relation

E1(x, ω) =
√
bEin(bx, ω) exp (iγ(ω − ω0)x) (14)
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où b = cosα/ cosβ0 et

γ =
2π

ω0d cosβ0

De même, la diffraction sur le second réseau sera gouvernée par la relation

Eout(x, ω) =
1√
b
E8(x/b, ω) exp

(
i
γ(ω − ω0)x

b

)
(15)

Commenter les relations ci-dessus sans chercher à les démontrer rigoureusement. On pourra notam-

ment s’intéresser à l’extension transverse du faisceau juste avant et juste après le premier réseau,

et à la dispersion angulaire du faisceau diffracté.

3.2 Montrer que

Ẽout(kx, ω) = iM(ζ(bkx − γ(ω − ω0)))Ẽin(−kx, ω) (16)

Partie IV : Couplage spatio-temporel

4.1 On suppose, uniquement dans cette question, que la divergence angulaire du faisceau est

suffisamment faible pour qu’on puisse poser kx = 0 dans l’éq. 16. Exprimer dans cette limite

la fonction de transfert R(ω) du dispositif de façonnage en fonction de la fonction M caractérisant

le masque programmable (on pourra remplacer ζ par −fc/ω0 en supposant que la largeur spectrale

de l’impulsion est faible devant ω0). Comparer l’expression obtenue au résultat de la question 1.1.

4.2 On cherche à produire une impulsion décalée d’un retard τ variable. Donner l’expression de

la fonction de transfert correspondante R(ω), puis celle de la fonction M(x) correspondante selon

l’approximation de la question 4.1.

4.3 Calculer le champ Eout(kx, ω) que l’on obtiendrait avec le masque M(x) obtenu en 4.2, puis en

déduire l’expression du champ Eout(x, t) en fonction de Ein(x, t). Qu’observe-t-on ?

4.4 La Fig. 4, extraite d’un article de F. Frei et al. (J. Chem. Phys. 130, 034302 (2009)), représente

le profil transverse du faisceau lumineux mesuré en sortie du façonneur pour τ = 0 (a) et τ = 500 fs

(b). Commenter le résultat expérimental sachant que les paramètres numériques sont les mêmes

que ceux donnés à la question 1.2. A quel type de profil temporel pourrait correspondre le profil

spatial mesuré en (c) ?

B. Space-time coupling in focusing geometry

The absence of space-time coupling at the focal plane of
an additional lens, as predicted by Eq. �13�, was verified by
measuring the spatial intensity I�x� and the spatial-spectral
intensity distribution I�x ,��. In practice, this was done by
magnifying the 134 �m large focal spot to the CCD camera
or the entrance slit of the spectrometer. From the camera
images we extracted the center of mass of the intensity I�x�
and the results are shown in Fig. 8.

No space-time coupling is observed, i.e., the center of
mass is always at the same position irrespective of the trans-
fer function or the delay time.

Then, the CCD was replaced by the spectrometer and the
entrance slit was scanned across the image of the focal plane
yielding I�x ,�� for a specific time delay. Again for reference
I�x ,�� of an unshaped pulse is shown in Figs. 9�a� and 9�e�.
The simulations assume a Gaussian shape in space and time.
A linear phase modulation, as seen in Figs. 9�b� and 9�f�, has
no influence on the spatial-spectral intensity distribution.
Conversely, the double-pulse transfer function produces
spectral modulations with a contrast of one, as shown in
Figs. 9�c� and 9�g�, and their periodicity and shape corre-
spond to the amplitude modulations applied by the SLM.
Equation �18� predicts that the intensity maxima should fall
on straight lines with a slope of approximately 11.5 THz/
mm, which is too small to be detected here. Lastly, Fig. 9�h�
shows that a sinusoidal phase modulations should leave
the spectral intensity unaffected. However, the measurements
in Fig. 9�d� show a residual intensity modulation �10%�
which is probably due to a slight misalignment or spherical
aberration.

Finally, we have measured the spectrum at the center of
the beam profile, i.e., at x=0, as a function of time delay �t
and the results are shown in Fig. 10. All experiments agree
well with the simulations and show that in the case of pure
phase modulations, i.e., a linear and a sinusoidal phase, the
spectrum remains unchanged irrespective of the time delay.
The spectral modulations observed for a double-pulse trans-
fer function agree with those applied by the SLM and their
periodicity decreases with increasing time delay.

IV. EFFECTS OF SPACE-TIME COUPLING
ON COHERENT CONTROL

Most coherent control experiments involve nonlinear ex-
citation and possibly also probing processes and are expected
to be more susceptible to space-time coupling effects. In the
following we want to address two consequences of space-
time coupling in femtosecond pulse shaping which may have
a significant effect on coherent control experiments and on
comparing simulations to experimental results.

When an unshaped pulse is focused by an ideal focusing
element the maximum intensity varies as a function of spatial
position �x ,z� but the temporal profile is usually the same
irrespective of the position. Conversely, when a pulse exiting
a 4f pulse shaper is focused not only the maximum intensity
but also the pulse shape depends on the spatial position. In
an extreme case this could completely alter the outcome of a
coherent control experiment because the result of coherent
control depends on the spatial position within the focal vol-
ume. Since the signal detected, be it coherent or incoherent,
is usually a spatial average over all contributions from within
the focal volume, space-time coupling is very likely to have
an impact on the measurement.

In a first step we demonstrate experimentally that foot-
prints of space-time coupling can be found in a well under-
stood nonlinear process, namely, second harmonic genera-
tion. The second topic is related to modeling of coherent
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Formulaire

f(t) =

∫
f(ω) exp(−iωt)dω

2π
(17)

f(ω) =

∫
f(t) exp(iωt)dt (18)

∫
f(t− τ) exp(iωt)dt = f(ω) exp(iωτ) (19)

E(x, ω) =

∫
Ẽ(kx, ω) exp(ikxx)

dkx
2π

(20)

Ẽ(kx, ω) =

∫
E(x, ω) exp(−ikxx)dx (21)

∫
f1(x, ω)f2(x, ω) exp(−ikxx)dx =

1

2π
f̃1(kx, ω)⊗ f̃2(kx, ω) =

∫
f̃1(k′x, ω)f̃1(kx − k′x, ω)

dk′x
2π

(22)

∫
exp

(
−iax

2

2

)
exp(−ikxx)dx = ei

π
4

√
2π

a
exp

(
i
k2
x

2a

)
(23)
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Décalage Raman d’un soliton dans une fibre optique (2010)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

Partie I : Equation de Schrödinger non-linéaire

On considère la propagation dans une fibre optique d’une impulsion brève de longueur d’onde

centrale λ0 = 2πc/ω0 = 1.5 µm. On écrit le champ électrique complexe sous la forme

E(z, t) = ξA(z, t− k′0z) exp(i(k0z − ω0t)) (24)

où k0 et k′0 sont respectivement le vecteur d’onde et l’inverse de la vitesse de groupe à la fréquence

centrale. La constante ξ est définie de sorte que le carré de l’enveloppe, |A(z, t)|2, soit égal à la

puissance instantanée circulant dans la fibre. La quantité

W (z) =

∫ +∞

−∞
|A(z, t)|2dt (25)

représente donc l’énergie portée par l’impulsion au point de coordonnée z. On modélise la propa-

gation de l’impulsion à l’aide de l’équation de Schrödinger non-linéaire

∂A
∂z

= D̂A+ K̂A (26)

où

D̂A(z, t) = −ik
′′
0

2

∂2A
∂t2

, et (27)

K̂A(z, t) = iγ|A(z, t)|2A(z, t) (28)

où γ est une grandeur réelle positive.

1.1 Ecrire l’action de l’opérateur D̂ sur A(z, ω). Rappeler l’origine physique de ce terme.

1.2 A quel effet d’optique non-linéaire le terme K̂ correspond-il? Que doit-on supposer sur le temps

de réponse de la polarisation non-linéaire du troisième ordre pour pouvoir écrire l’éq. 28?

1.3 Expliquer pour quelle raison physique la grandeur W (z) doit être indépendante de z.

1.4 Exprimer la dérivée par rapport à z de l’éq. 25 sous la forme d’une somme de deux termes

dW

dz
=
dW

dz

∣∣∣∣
D

+
dW

dz

∣∣∣∣
K

(29)

faisant intervenir respectivement les contributions des opérateurs D̂ et K̂. Calculer ensuite chacun

des deux termes (en s’aidant du théorème de Parseval-Plancherel pour le premier terme) et retrouver
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le résultat de la question 1.3. Par la suite, la quantité W (z), indépendante de z, sera simplement

notée W .

1.5 Pour cette question uniquement, on cherche une solution de l’éq. 26 de type soliton

A(z, t) = A0
exp(iψ(z))

cosh t/τ
(30)

Exprimer la fonction ψ(z) et établir une relation entre |k′′0 |, γ, A0 et τ . Quelle propriété remarquable

une telle impulsion possède-t-elle? Quel doit être le signe de k′′0 pour que le soliton soit solution de

l’éq. 26?

1.6 On revient au cas d’une solution générale A(z, t) de l’éq. 26. On définit la fréquence moyenne

(par définition nulle en z = 0) à l’aide de la relation

〈ω〉(z) =
1

W

∫ +∞

−∞
ω|A(z, ω)|2dω

2π
(31)

En procédant comme à la question 1.4, et toujours à l’aide du théorème de Parseval-Plancherel,

montrer que 〈ω〉(z) est indépendant de z.

1.7 La Fig. 1, extraite d’un article intitulé Discovery of the soliton self-frequency shift (Mitschke et

Mollenauer, Opt. Lett. 11, 659 (1986)), représente le spectre obtenu en sortie d’une fibre optique

pour des valeurs de l’énergie de plus en plus importantes (les courbes sont décalées de bas en haut

lorsque l’énergie augmente).

-3 -2 -1 0

Fig. 1

Ce résultat vous semble-t-il en accord avec la théorie développée plus haut?

Partie II : Cas d’une réponse non instantanée

On souhaite maintenant prendre en compte le temps de réponse fini de la polarisation non-linéaire

induite dans la fibre optique. Pour cela, on remplace le terme non-linéaire (eq. 28) par la relation

K̂A(z, t) = iγ
(
R(t)⊗ |A(z, t)|2

)
A(z, t) = iγ

(∫ +∞

−∞
R(t′)|A(z, t− t′)|2dt′

)
A(z, t) (32)
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où la fonction R(t) est une grandeur réelle, nulle pour t < 0, et d’intégrale égale à 1. On introduit

en outre la grandeur

TR =

∫ +∞

0
tR(t)dt (33)

qui caractérise le temps de réponse de la non-linéarité. Cette quantité peut être mesurée expérimentalement

et a pour valeur TR = 3.0 fs dans le cas d’une fibre en silice.

2.1 Pour quelle raison la fonction R(t) est-elle supposée nulle pour t < 0?

2.2 Calculer à nouveau dW
dz

∣∣∣
K

avec la nouvelle expression de K̂ et vérifier que l’énergie est bien

conservée.

2.3 On suppose que la durée de l’impulsion est grande devant TR, ce qui permet de supposer que

t′ est petit devant la durée de l’impulsion dans l’éq. 32. En effectuant un développement limité de

|A(z, t− t′)|2 au premier ordre en t′, on exprimera K̂A(z, t) à l’aide de A(z, t) et de ∂|A(z, t)|2/∂t.

2.4 Montrer que

d〈ω〉
dz

= −γTR
W

∫ +∞

−∞

(
∂|A(z, t)|2

∂t

)2

dt (34)

et commenter à nouveau le résultat expérimental représenté Fig. 1.

2.5 Retrouver par un raisonnement qualitatif pour quelle raison physique un temps de réponse fini

dans le déphasage non-linéaire se manifeste par un décalage du spectre vers les basses fréquences (on

pourra négliger dans cette question la dispersion et considérer la phase instantanée et la fréquence

instantanée induite par le terme non-linéaire seul).

2.6 On suppose que l’impulsion en entrée de fibre est un soliton, comme celui étudié à la question

1.5. Exprimer la valeur de d〈ω〉/dz en z = 0 uniquement en fonction de TR, |k′′0 | et τ . On pourra

utiliser les résultats de la question 1.5 ainsi que les relations

∫ +∞

−∞

1

cosh2 x
dx = 2 (35)∫ +∞

−∞

1

cosh4 x
dx =

4

3
(36)∫ +∞

−∞

1

cosh6 x
dx =

16

15
(37)

2.7 Dans une de leurs expériences effectuée avec une impulsion de type soliton avec τ = 150 fs,

Mitschke et Mollenauer mesurent un décalage de -8 THz pour la fréquence 〈ω〉/(2π) après une

propagation dans une fibre de longueur égale à 392 m. Ce résultat est-il en accord avec la théorie

développée dans cette partie? On donne la dispersion de la fibre, k′′0 = −17.9 ps2/km.

2.8 Cet effet vous semble-t-il significatif dans le cas des télécommunications par fibres optiques où

les durées d’impulsion utilisées sont de l’ordre de 20 ps?
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Compression spectrale (2011)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

L’objet de ce problème est la compression spectrale, méthode permettant de réduire la largeur

spectrale d’une impulsion brève à l’aide d’un processus d’optique non-linéaire.

Partie I : Modèle théorique

On considère la propagation dans une fibre optique d’une impulsion femtoseconde de fréquence

centrale ω0. On écrit le champ électrique complexe sous la forme E(z, t) = ηA(z, t−k′0z) exp(i(k0z−

ω0t)), où k0 et k′0 sont respectivement le vecteur d’onde et l’inverse de la vitesse de groupe à la

fréquence centrale. La constante η - proportionnelle à la racine carrée de l’énergie de l’impulsion -

est définie de sorte que la fonction A(0, t) soit normée:

∫ +∞

−∞
|A(0, t)|2dt = 1. (38)

La dispersion de vitesse de groupe est négligée dans tout le problème, ce donne l’équation de

propagation
∂A
∂z

= iξ|A(z, t)|2A(z, t) (39)

où ξ est une grandeur réelle strictement positive.

1.1 Rappeler l’effet physique à l’origine du second membre de l’éq. 39, et rappeler la relation entre

le coefficient ξ et le terme approprié de la susceptibilité non-linéaire. On montrera en outre que ξ

est proportionnel à l’énergie de l’impulsion.

1.2 Montrer que l’intensité temporelle I(z, t) = |A(z, t)|2 est indépendante de z. Cette grandeur

sera simplement notée I(t) dans la suite du problème.

1.3 En déduire l’expression de A(z, t) en fonction de A(0, t).

1.4 On pose A(z, t) = |A(z, t)| exp(iφ(z, t)). Quelle est la signification physique de la grandeur

Ω(z, t) = −∂φ(z, t)/∂t?

1.5 Exprimer Ω(z, t) à l’aide de Ω(0, t) et de I(t). Commenter.

Partie II : Evolution de la largeur spectrale

2.1 En chaque point z, on définit les valeurs moyennes des grandeurs quelconques f(z, t) et g(z, ω)

par les relations

〈f(z, t)〉z =

∫ +∞

−∞
f(z, t)|A(z, t)|2dt et 〈g(z, ω)〉z =

∫ +∞

−∞
g(z, ω)|A(z, ω)|2dω

2π
(40)
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Justifier brièvement pour quelles raisons les lois de probabilité proposées sont bien normalisées.

Que dire de 〈f(t)〉z pour une fonction f ne dépendant pas de z?

2.2 Sachant que 〈ω〉z = 〈Ω(z, t)〉, et que 〈ω〉z=0 = 0 par définition même de la fréquence centrale

ω0, montrer que 〈ω〉z = 0.

2.3 On considère la variance ∆ω2(z) = 〈ω2〉z − 〈ω〉2z. A l’aide du théorème de Parseval-Plancherel,

montrer que ∆ω2(z) = ∆ω2
φ=0 + 〈Ω(z, t)2〉, où ∆ω2

φ=0 est par définition la variance que l’on ob-

tiendrait pour une phase temporelle identiquement nulle. Donner une interprétation physique de

ce résultat.

2.4 On injecte dans la fibre optique une impulsion telle que φ(0, t) = 0. Qu’observe-t-on? Est-il

possible d’obtenir dans ce cas une compression spectrale, c’est à dire une diminution de la largeur

spectrale en aval de la fibre?

2.5 On injecte dans la fibre optique une impulsion à dérive de fréquence, définie par φ(0, t) = αt2.

Quelle est la condition sur le signe de α pour que ∆ω(z) puisse diminuer avec z ? Donnez une

interprétation physique du résultat, en vous aidant d’une représentation graphique de la fréquence

instantanée de l’impulsion en fonction du temps, dans le cas d’une impulsion de forme gaussienne.

2.6 Déterminer la valeur optimale de α pour avoir la largeur spectrale la plus faible possible en

sortie d’une fibre de longueur L.

Partie III : Résultats expérimentaux

La figure ci-dessous est extraite d’un article intitulé Transform-limited spectral compression by

self-phase modulation of amplitude-shaped pulses with negative chirp (E.R. Andresen, J.M. Dudley,

D. Oron, C. Finot, et H. Rigneault, Opt. Lett. 36, 707 (2011)).

(a) (b) (c)

La figure représente les spectres obtenus en sortie d’une fibre optique de longueur L = 1 m,

représentés en échelle semi-logarithmique pour une impulsion incidente de forme gaussienne (a) ou

parabolique (b, c), de durées à mi-hauteur τ = 1.5 ps (a, b) ou 2.5 ps (c), avec α = 5.6 ps−2 (a),
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5 ps−2 (b) ou 3 ps−2 (c), et une énergie par impulsion égale à 2.8 nJ (a), 1.8 nJ (b), ou 5.8 nJ (c).

Dans chaque cas, les auteurs de l’article ont ajusté le paramètre α pour obtenir le spectre le plus

étroit en sortie de fibre. La courbe noire en trait épais représente le spectre mesuré en sortie de

fibre tandis que la courbe en bleu-vert représente le spectre calculé pour une impulsion de même

forme temporelle mais limitée par transformée de Fourier (Ω(t) = 0). Les impulsions à dérive de

fréquence de forme gaussienne ou parabolique sont produites à partir des impulsions gaussiennes

limitées par transformée de Fourier produites par le laser (spectre représenté en trait interrompu)

à l’aide d’un dispositif de façonnage d’impulsion permettant de modifier l’amplitude et la phase

spectrale des impulsions incidentes. Dans le cas (a), seule la phase spectrale est modifiée, tandis

que dans les cas (b) et (c), l’amplitude spectrale est également modifiée de manière appropriée

(courbe en trait mixte).

On utilisera les expressions suivantes de l’intensité, respectivement pour une impulsion gaussi-

enne

I(t) =
1

∆t
√

2π
exp

(
− t2

2∆t2

)
(41)

et pour une impulsion parabolique

I(t) =
3

2
√

2τ

(
1− 2

t2

τ2

)
pour |t| ≤ τ√

2
et I(t) = 0 pour |t| > τ√

2
. (42)

où ∆t représente la largeur temporelle de l’impulsion au sens de l’écart quadratique moyen, tandis

que τ est la largeur à mi-hauteur.

3.1 Pour quelle forme d’impulsion le spectre obtenu en sortie de fibre est-il le plus proche de celui

attendu pour une impulsion limitée par transformée de Fourier? Pourquoi?

3.2 Dans le cas d’une impulsion parabolique, comparer une détermination directe de la valeur

optimale de α au résultat général établi à la question 2.6.

3.3 En vous aidant des paramètres expérimentaux utilisés dans le cas (b), pouvez-vous prévoir

l’énergie requise dans le cas (c) compte tenu de la durée de l’impulsion et de la valeur de α?

Comparer à la valeur utilisée dans l’expérience.

3.4 Dans le cas d’une impulsion de forme gaussienne, quelle autre méthode pourrait-on employer

pour façonner l’impulsion produite par le laser avant de l’injecter dans la fibre?

3.5 Quel est l’avantage de la méthode de compression spectrale étudiée dans ce problème par

rapport à ce que l’on aurait pu obtenir à l’aide d’un filtre linéaire programmable comme un dispositif

de façonnage d’impulsion, qui par définition n’exploite que des processus d’optique linéaire?

41


	Cascade d'effets non-linéaires du second ordre (2001)
	Quasi-accord de phase (2002)
	Doublage d'une impulsion femtoseconde (2003)
	Génération de troisième harmonique (2004)
	Addition de photons jumeaux (2006)
	Absorption à deux photons (2007)
	Oscillateur femtoseconde (2008)
	Façonnage d'impulsion (2009)
	Décalage Raman d'un soliton dans une fibre optique (2010)
	Compression spectrale (2011)

