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Multiplieur performant log;, n, log, n

Multiplication 58



Multiplication d'entiers

Soient A Zn 1a «2': B Zn 1b «2) aveca,b;€ {0,1}.

Le produit P = A « B s'écrit (2 R *21) (En 'b. *21)
ou encore en appliquant la distributivité somme / produit

P = zn Zn (ai*bj*2l+l].
Or A <2"et B <2" impliquent que P < 27",
Par consequent P peut étre €crit avec 2n bits.
Le probleme est alors de réduire la somme pondéree

de n? bits en la somme pondérée de 2n bits.
Cette reduction peut Etre faite

en temps O(n), O(¥n), O(log, ,n), O(log,n)
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Multiplieur ameliore

Tous les chiffres d’une méme colonne sont de méme poids.
En jouant sur I’associativité de I’addition, on peut réduire le chemin critique de 13 a 9.

0 0 0 0
Cette cellule est inutile ) bl | bl Fao bl
ay b,
a; bs
a bs
I v v v v v v v v v L
P10 Po Pg p7 Pe Ps P4 p3 %) P Po
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Multiplieur de Braun

y S=XPy®Dz

Z C=XAYV XAZV YAZ

& 2*c+s=x+ty+z
¢ s
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3 i
A=-2,2"+3 a2
1=0

1

4
B=-b, 2+ 3 bi2
1=0

Multiplieur signe

Multiplieur de Pezaris
Pezaris, S.D. "A 40 ns 17 bit by 17 bit Array Multiplier"
IEEE Transactions on Computers (1971) pp 442-447.

ay by

P2

aby ag by
0
ay b,

v v

P1 Po
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Multiplieur de Baugh-Wooley (1)

3 , 3 _ 3.3 . 3 . 3 :
P=A*B=(-a424+2ai2l]* -b424+ij23]=a4.b428+22ai.bj21+1-a4242bj23-b4242ai21
i=0 i=0 i=0j=0 i=0 i=0

3 3 o 3. 3 .
=a4.b428+ZZai.bJ~2l+J+a424.[—24+2bj2J+1]+b424.[—24+23i21+1]
i=0j=0 =0 i=0

3 3 o _ 3 - .
=a4.b428+ZZai.bj2l+J+(a4—1+b4—1)28+(a4+b4)24+2(a4.bi+ai.b4)21+4

i=0j=0 =0

2’ 28
— 4-P4

az.bg az.bg apby apby ag-bg a_

W 4

a4.b1 a3.b1 az.bl al.bl aO.bl 1 b_

ha 4

a4.b2 a3.b2 az.bz al.bz ao.b2 ﬂ
a4.g 33.b3 32.b3 al.b3 ao.b3

alby ag 2° 28

a4-b4 33.b4 a2.b4 al.b4 ao.b4
a, ag

a4 Vb4 a4 \/b4

Amélioration

de Blankenship
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Multiplieur de Baugh-Wooley (2)

4 3 i
A=-a,2'+ 3 a2
=0

3
4 .
B=-b,2'+ z bi2'
3 3 _
Z a 2 =2 —I—Z a, 2" 41 by a3y a,bg a1 b 89 b
- ¢ 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ 0
3 )
- < < < <
g _‘2 +i§0 bi 2 +1 a4b1 a?:b1 azlb1 allb1 aob1
 — s Vo v v
-342 =-2 +a42 — < R < R
; g i a4b2 a3b2 azb2 alb2 aob2
P=-p,2 +3 pi2 v I | |
=0 _ _ « . - P
b
VA v v v
< < <+ < <
1 214 b4 33 b4 212 b4 al b4 aO b4
v v v v v \ & &N
<
‘_I_/ <—l_/ <_I_/ ‘_I_/ <—l_/ b4
£ l v v v v v # ¢ L v

ignore pg pP7 Ps Ps P4 pP3 P2 P1 Po
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Multiplieur rapide

" A B
Stratégie
. in bits i n bits
1- Au début calculer simultanément tous les dui
produits partiels a; b, P10 }J.ltS
partiels
(il y en a n° pour le produit naif, n’> + 5 pour .
Baugh-Wooley et n/2(n+4) pour Booth modifié) i n? bits
2- Puis reéduire ces produits partiels a 1 ou 2 bit(s) ng)ret .de
pour chaque poids sans propager de retenue reduction
i 2n bits i <2n bits
3- ,Elllﬁn additionner. les deqx nombres de.l’étgpe addition
précédente le plus vite possible (¢a, on sait faire) rapi de
Pour I’étape 2, on sait déja combien de cellule “FA” i 2n bits
et “HA” il y aura dans chaque colonne, cependant on
va perdre la régularité des connections. S=A*B

Multiplication 66



Exercice

On veut multiplier 2 nombres entiers A et B de n bits chacun.
1- Combien y a t’il de produits partiels ( a * bk ) au total ?
2- Combien y a t’1l de produits partiels ( g * bk ) de poids 21(0<i<2n-2)?

3- Combien faut-il de Cellules FA pour réduire tous ces produits partiels a (2n - 1) bits ?

4- Combien faut-il de Cellules HA ?
5- En comptant les retenues, combien y a t’il de bits de poids 2! a réduire ?

6- Combien de cellules FA faut il traverser au minimum pour réduire k bits de poids 21 en

un bit de poids 21 et H{ k—f ] bits de poids 2111 2
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Arbre de Wallace

Calcul des n? produits partiels a; * b;
(exemple de 64 produits bit a bit)

pOidS 214 213 212 21 1 210 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20

nombre de bits ! 2

délait -| = ||~

délai2t | >~ -

délai3t |- — ¢

délaide - |- —F — v 7|~ ) Yy S S N O A

Vers addition rapide (10 bits)

La somme pondérée des bits qui entrent est égale a la somme pondérée des bits qui sortent !
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Algorithme de Dadda

Equations logiques et modele de délai

Xy z s—xDy®y 112134|5(6|7]8]7]6]|5]4]3]|2]1
Yoy
_ FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|HA
FA| | T ¢ xvyvxazvyrz FA|FA|FA|FA|FA|HA
vov o zedsExdytzoo 03235 45|65 |4]3]3]2]1]1
FA| |FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FAlHA
HA[FA |HA
2113 |2]4l4lalal3]|3]2]2]1]1]1
, a FA| |FA|FA|FA|FA|FA|FA| |HA
a, {: # bits bld
bd:#FA 7| £1C 212113333321 ]3]1|1]1]1
c,c:# HA f
bt 2ee < FA|FA|[FA|FA|HA FA
%k *C<3a
f=a+d+e-2%b-c 2120222122222t |1]1]1]1
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Algorithme de Dadda

Modeéle de délai plus précis 1] 2/3/4]15/6]7]38]7]16]5/4)3]2]]1
plus b FA|FA|FA|FA|FA|FA FA|FA|FA| FA|FA/HA
. t T/2 FAIFAIFAIFAIFA
XYZ d rerenuce C S©
" ealoule 2 fois 1130 1] 2] 4203043113/ 2]1]o0]1
2 blus vite que FA FAl |FA|FAFA| |FA
—
c Y 4 SOMmMme s 1ol 204l 2]5|3]al2lal1]3|2]1]1
FA| |FA|FA FA|HAFA| |FAHA
2 1l 3] 1] 4| 3232113/ 1]o0]1]1
A FA| |FA|FA|HA|FA FA
b
C 21 210l 3222 113|3|0]2]1]1]1
a
a, h : # bits T B FAIFAl HA
b,d, f:#FA eglm 2020 13131 3[3|3/1/0[2[0[1]1]1
c,e,g:#HA (I h FA|FA|FA|FA| FA HA
3xd + 2% <
©=4 2l 2020 1l 1|tl1]o]l2l2lo0l1]1]1]1
h=a+b+c+ f+ g-3xd -2xe
2l 20 21 20 2| 22| 1] 2|2 1| 1] 1] 1|1
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Modeles de déelar de « FA »

XSy<z
(X arrive avant ou en méme temps que y)
(y arrive avant ou en méme temps que z)

s=max. (y+0,, z+0,)
c=2z+ 0,

Valeurs courantes :
0=1,0,=1,0,=1/2
0=1,0,=1/2,0,=1/2
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Rappel sur I’additionneur CS
(ou réducteur 4 donne 2)

n- . n- . n .
A=Y a2' B=2Y bi2' S=2 si2" aj,bi,si €10,1,2}

a;, b, a,b, a,b, a,b, a, b, a,b,
YYVY VYVYVYVY VYYVYVY VYVVY VYVYVY VYVVY

(Tl T ™

retenue S
0
sortante

La somme pondérée des bits qui entrent est égale a la somme pondérée des bits qui sortent !
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. 14
poids 2

nombre de bits !

délai1,5T —

delai3 T — —

T f'/‘//r////

Multiplieur arborescent

Calcul des n? produits partiels a; * b;

(exemple de 64 bits)
13 212 21 1 210 29 28 27 26 25 24 23 22
2 3 4 5 6 7 8 7 6 5 4 3

i
7l
ATV

Vers addition rapide (10 bits)

La somme pondérée des bits qui entrent est égale a la somme pondérée des bits qui sortent !
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1,57

€N
€ —

s

04\44_2

» 4 AN

Multiplieur arborescent

FA|CS

CS

FA
CS

CS
CS

CS
CS

CS|CS|CS
FA

FA

HA

FA

FA|FA

CS

CS

CS

CS

2
0
CS|CS|HA

FA

+1

+1

ou

CS

+1

+1

+1

+1

# bits a réduire

# retenue
horizontale

ou

FA

+1

+1
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Le nombre et
la position des
retenues qui
sortent sont les
meémes pour
les retenues
qui entrent

Modéle de réducteur

:ﬂ?///*
==

=

méme délai

YAV
N

Ce modele de
réducteur est
lut méme ré-
ducteur: les re-
tenues ne sont
pas uniformé-
ment réparties

Multiplication 75



Comparaison de réducteur

N I [ N B

La retenue horizontale est cachée C S
Exemple de multiplication 8 bits par 8 bits: Pii’ f
Arbre de Wallace, modéle 1 délai=4 7 FA| ¢ 7 Xy z

v v -
cC S 05T
Arbre de Wallace, modele 2 délai=3,57 | 057T
C

Xyzt
vY +

Réducteur 4 donne 2 (CS) délar 37 % CS \i‘ I 157
v
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Code de Booth

code n-1 | (n-2)/2 |
de B B =2 b2’ B =2 4!
i=0 i=0
roduit n-l : (n-2)/2 .
pA * B A*xB = Z A*bi*zl AxB = 2 A*Ci*4l
i=0 i=0
valeurs des
Chiffres bi < {0’1} Ci € {_29 _19 Oa 19 2}
nombre
d'opérations n-1 (n-2)/2
type .. addition/
d'opération addition soustraction
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Conversion conventionnel en code de Booth

B =
n-2 n-2
2 . 2 .
Soient B”=2X by #2%! B’= X byit % 22" B=B”+B’=B” +(2%B’) -2%(1/2*B")
1=0 1=0 décalé a décalé a
termes de rang pair termes de rang impair gauche droite
211 211 211 211
CO

C4 C3 Cz Cl
C;=-2Dbp1 + byt by i€ {-2,-1,0,1,2}

la valeur d’un chiffre Cj est la

somme pondérée de ses bits

La somme pondérée des chiffres qui entrent est égale a la somme pondérée des chiffres qui sortent o
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Remarques sur le code de Booth

Entiers positifs 0 apiapns a3 as a1 ag O
n-1 . N \ L

A=Y a2 NG T Y
i=0 C(n-1)/2

Entiers signés b, bpobys b3 b b1 bo O
ho & MY

B= b, 2"4Y b; 2 Y T Y
1=0 Cn/2-1

La notation de Booth est redondante: (0 2),, = (1 5) 4

( c’est la notation symétrique de redondance minimale en base 4)
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Réecriture des chiffres en signe/valeur absolue

b2i+1

—_t et = — O OO O

cﬂ
(\®)

i o

—_t— O O = = OO

c. *AZ(S(—D(AAIX\/(Z*A)/\ZX))+S

La multiplication d’un nombre par un chiffre est plus aisée mais la valeur d’un
chiffre ¢; n’est plus la somme pondérée de ses bits (code signe + valeur absolue).

de cellul
Ix | 2X 3 bIZi-l preéggdeuntee
0010
1|00 DT x4
1 [0 |0 byi —
0 | 1 ]0 ’ % } )
0 | 1 i )i >
1 0 b vers cellule
1 0 i 2i+1  suivante
0 0
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Réduction de chiffres signes

1- Multiples du Multiplicande A 2- Addition des multiples
2#%A = -agas a4 a3 ap aj ag 0 B T
I*A:—a6368.534a38.28.130 S; e o o o o o o So
0*A= 00000000 T L L
C0*A=-11 1 1 1111 +1 Sse e 00 00 o) [%
'I*A_‘a636355153€25150+1 Sy e o o o o o o S3
-2%*A= agasasazazaiap | +1 i

ci*A =-d7dg d5 d4 d3 dr di do

3- Propagation des signes pour 1’addition

> -$,0 -$,0-8,0-5,0-s, = -1 5,1 5,1 5,1 5,15, +1
1
sallxa112x lgooo e o o o o
J _ lgl e ¢ o o o o o SO
182 e e o o o o o Sl
‘ 1§3 e e o o o o o 82

EZ w -1 _S4 e o o o ° S3
S, 1
1 5,07 80505
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Comparaison Booth-conventionnelle
I

Multiplication sans codage de Booth [o e e e e e o]
|.0.......0.0....|
. |O.........O.....|
nllgneSde |OO.......0.0....|
nbits | |ooooooo e o 0 0 0 o oolol
|O........O0.0...|
|................|
|.OO........OO...|
|O e 6 o o o ® 6 o6 o o o O...l
|O. e 6 o o o ® 6 o6 o o o O..l
|QOO.............|
|................|
|Q.O.........O...|
|................|

Multiplication avec codage de Booth

LR
n/21ign§sde _1|‘q}|§::::::::::::::ﬂ.\g .
(rhbits el 8
1|53'§ZIZZZZZIIZIIIII'|§@

e o 0o 0 0 0 o Multiplication 82
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Multiplieur rapide

n-1

multiplicande A =2, a;* 2

1=0
multiplieur n2 Arbre binaire
n-1 - 2 d'additionneurs
= . 1 . 1
2 iz—:(})1>x<2 :l/r\ 251*4 sans
o 1= .
Conversion propagation
de standard a 2n-1 |
"code de Booth" P=) si%2!
1=0

ai,bipi € {0,1}
ci € {-2,-1,0,1,2}
S 1 < {09192}

conversion de
"carry save" a
-y Standard

produit P=A * B= X p;*2!
i=0
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Conversion de CS a code de Booth

Si le produit est un addende, un multiplieur ou un dividende, il n’est pas
nécessaire de le convertir le « carry save » en notation conventionnelle.

n-1

n-2
, ::> 2 , Si € {09192}
P=X s;%2 P= 251*4 ci € {-2,-1,0,1,2}
.

1=0

S S6 S5 S4 S3 S> S1 SO
bt | bl | et | 1
FA FA FA

AR YR VR v

— + + — + + — + + — + +

o] A | A | A= | Z = |0

211 211 211 211 21
-’ -’ -’ - -’

C4q C3 Co C1 Co

d
d

La somme pondérée des chiffres qui entrent est égale a la somme pondérée des chiffres qui sortent
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