OpAv

Op Art : tendance qui au sein de I'art cinétique privilégie les effets optiques générateurs d'illusion
de mouvement (Larousse).

Version préliminaire

Portée:
De la porte logique aux opérateurs arithmétiques combinatoires.

Pédagogie:
Expérimenter, comprendre, améliorer
complément de notes de cours.

Méthode:
Animer lesfigures du cours :
Synthese, simulation, diagramme, algorithme..

Chapitre 1 : Full-Adder en CMOS

Chapitre 2 : Additionneurs

Chapitre 3 : Multiplieurs suivi de Multiplieursen "CS'

Chapitre 4 : Diviseurs suivi de Diviseurs rapides

Chapitre 5 : Extracteurs de racine carrée suivi de Extracteurs rapides

Chapitre 6 : Addition Virgule flottante

Chapitre 7 : Fonctions éémentaires exponentielle et logarithme suivies de sinus, cosinus et arc tangente
Chapitre 8 : Représentation modulaire

Tous ce cours est imprimable.
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Fonction "FA" en CMOS

Technologie CMOS En technologie CMOS (Métal Oxyde Semiconducteur complémentaire) on utilise
des transistors canal N et des transistors canal P pour réaliser des fonctions logiques.
La technologie CMOS est actuellement la technologie dominante du marché. Son
principal intérét par rapport a d'autres technologies comme le NMOS ou le bipolaire
est une consommation d'énergie remarguablement faible. En fait les circuits CMOS
ont un courant statique (quand ils sont au repos) pratiquement négligeable.

Dans lesfigures ci-dessous :

Un '1' logique est représenté électriquement par la tension d'aimentation Vdd (des
valeurs courantes de VVdd sont +5V ou +3,3V ou +2,8V) et est coloré en rouge.

Un 'O’ logique correspond a latension de masse ou GND est coloré en bleu.

Une connexion non reliée est colorée en

Applet de transistors CMOS:
Cliguez la grille G ou la source S des transistors pour changer leur état

fransistor canal P transistor canal M
5 ]
G —cH]_l 6 —|[|_‘
I
44 0 :

Remarquez que le transistor canal N conduit quand sa grille est au '1' logique, et que

le transistor canal P conduit quand sa grille est au ‘0" logique. Les touch&sﬂi'
permettent de changer le dessin des transistors.

L'inverseur CMOS L'inverseur est la porte CMOS la plus fréquente. Il est formé d'un transistor canal N
~a_DD_E.F_ et un transistor canal P, reliés par leurs drains. La figure ci-dessous en illustre le
fonctionnement.
Les couleurs sont toujours le rouge pour 1" logique et le bleu pour '0" logique. Une
tension dentré entre les deux cause un court-circuit en maintenant les deux
transistors en conduction. Une telle tension est colorée en vert. Cliquer sur I'entrée
"a' pour lafaire passer de'0" a court-circuit (vert), puisa'l’, puis de nouveau a'0'.

Applet de linverseur CMOS: y=a .a_l>,ﬁ i
Cliguez sur 'entrée a pour chander sa tension

Widd

—

_|

GMD

&3]

Remarquez que si I'entrée vaut '0' ou '1', un seul transistor conduit.
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Délai et Nous venons de voir que l'inverseur n'a pas de dissipation d'énergie sauf lorsgu'il
consommation de commute. En effet si I'entrée vaut '0' ou '1' il n'y a pas de chemin de conduction
I'inverseur CMOS entre l'alimentation Vdd et la masse GND. Dans les conditions normales
a ~_7, dutilisation, le courant de court-circuit (inévitable lorsque I'entrée commute) dure

" trés peu de temps, typiquement quel ques picosecondes.

La contribution du courant de charge ou décharge des capacités a la consommation

est beaucoup plus importante. Les grilles G des transistors forment des capacités.

Ces capacités sont d'ailleurs nécessaires au fonctionnement du transistor a effet de

champs. Typiquement la capacité d'entré Cg vaut environ 10 fF. S I'entrée a de

I'inverseur est areliée aVdd au temps t;, cette capacité est chargée (charge Q = Cg

* Vdd). Si par la suite I'entrée est reliée a GND au temps t, la capacité se décharge.

Cette décharge produit un courant dans la grille de valeur | = dQ/dt = (Cg *

Vdd)/(to-t3).

Bien que le courant de charge/décharge de grille soit faible, le courant total

consommé par un circuit intégré complexe peut étre  important.

Prenons un exemple :

* Un microprocesseur moderne peut contenir 50 millions de transistors, soit
environ dix millions de portes. A chaque cycle environ 1% de ces portes
commutent.

* Les fréguences d'horloge atteignent 500 MHz (temps de cycle 2 ns) avec une
tension d'alimentation Vdd = 3.3V.

» Lesfis connectant les portes ont une capacité parasite Cw bien plus grande que
la capacité de grille Cg des portes. Chaque fois gu'une équipotentielle commute,
toutes les capacités qui lui sont attachées doivent étre chargées ou déchargeées :
Ctotal=Cg+Cw.

* Lacapacité d'un fil dinterconnexion atteint typiquement 1 pF

Il est assez difficile d'estimer le courant d( aux courts-circuits, il est en général

faible. En revanche le courant résultant de I'activité de commutation est important :

| = (portes actives) *(Ctotal*Vdd) / dt = (1%+ 1.000.000) * (1pF*3.3V)/2ns= 16 A

Enfin le courant de repos diO aux fuites des transistors (pour une circuiterie

conventionnelle) est tres faible. Une mémoire statigue SRAM de 2K+8 bits en

CMOS laisse fuir A au repos.

La figure ci-dessous illustre le courant, ou déplacement d'éectrons @ de I'inverseur

CMOS . Si latension d'entrée demeure a '1' ou a '0', soit le transistor canal P ou le

transistor canal N est bloqué et il n'y a pas de courant.

* S I'entrée a commute, les grilles des deux transistors doivent étre chargées ou
déchargées. Ceci est illustré par le passage d'un "éectron” < (de charge
négative) venant de GND ou bien allant aVss..

*  Quand I'entrée commute, elle passe par des tensions faisant conduire les deux
transistors pendant un temps trés court. Le courant de court circuit résultant est
illustré par le passage d'un électron de GND a Vss.

» Enfin la sortie est chargée ou déchargée a travers les transistors. La capacité qui
y est attachée stocke deux "électrons'.
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Applet du délai et de la consommation de linversear
. - . a r-\—.F
Cliguer sur 'entree a pour changer sa tension d

=
‘f

ﬂﬂ GND 5

La puissance dissipée par un circuit en logique CMOS conventionnelle est en
conséquence directement proportionnelle a la fréquence des commutations, qui est
lafréguence de I'horloge.

Vdd

Simulation Quand vous cliquez dans le chronogramme ci-dessous, vous tracez la tension de
électriquede l'entrée "a' de l'inverseur (tracé en rouge sur le chronogramme). La tension de la
I'inverseur CMOS sortie "y" est alors calculée (tracée en bleu). Le courant traversant le transistor canal
a ode N est dessné en vert e celu du transistor canal P en
Pour stopper I'applet et figer le dessin, sortez le pointeur de lafigure.

Applet de simulation électrique de linverseur.

Cliguer ici pour dérnarrer la simulation.

Sortir le pointeur de la figure pour arréter la simulation.

Cliguer dans la figure pour tracer a tension de 'entrée "a" (enr

tension de la sorie ™y
courant du transistor canal k.
courant du transistaor canal P.

Portesdebase Nous allons étudier maintenant les portes logiques de base en CMOS.
NOR et NAND successivement un NOR et un NAND a 2 entrées puis un NAND a 3 entrées.
Comme pour toutes les portes CMOS, chague entrée est connectée a la grille d'un
transistor canal N et alagrille d'un transistor canal P.
» Conventions de couleurs. Ce sont celles de I'Inverseur. Les connexions a Vdd
('1' logique) sont en rouge, les connexions a GND ('0' logique) sont en bleu, les
connexions simultanément a Vdd et GND sont dessinés en vert. Enfin les
connexions ni aVdd ni aGND (flottantes) sont en . Ces derniéres couleurs
n'ont pas d'image logique.
e Cliquer prées d'une entrée pour changer sa valeur, notez le changement de |'état
destransistors.
* La ligne de la table de vérité correspondant a cette combinaison de valeurs
d'entrées est indiquée en blanc.
e En cliaquant dans la tahle de vé&rité on nositionne les entrées alx valeurs de la
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ligne.
» Cliquer sur le haut de la table reconstruit progressivement cette table.
Pour ssimplifier les applets, seuls des '1' et '0' logiques sont permis en entrée. Il n'‘est
donc pas possible d'entrer des tensions provoquant un court-circuit entre Vdd et
GND.

LaporteNOR a2 La porte CMOS a 2 entées est I'une des portes les plus simples pour illustrer le
entrées qualificatif complémentaire: les transistors canal P sont connectés en série alors que
a les transistors canal N sont connectés en paralléle. Les réseaux de transistors canal
— i ; ., .
bl >o—~ N et de transistors canal P sont complémentaires.

- Remarquez que si aucun des deux transistors canal P en série ne conduit, leur
connexion commune est flottante ( ). Cette valeur non logique ne pose
toutefois pas de probléme de fonctionnement logique car cette connexion n'est
reliée aaucune grille de transistor.

Applet de porte NOR & 2 entrées w=avh
cT‘p n les entré b ' h leurs tensi E | >o—y~
iquez sur les entrées a ou b pour changer leurs tensions
0 p g [
Wi [
a
b 7

== o o|m
= ool
[ e e )

]
Bl 5l

Laporte NAND a2 Dansle NAND a 2 entrées, les transistors canal P sont reliés en parallele alors que
entrées lestransistors canal N sont reliés en série.

-—Do_y. Applet de porte MAMD & 2 entrées y=a"h a

=
-h— Cliguer sur les entrées a ou b pour changer leurs tensions b DO—YI
Wild [[l‘ [I:l

e oo|m
— ool
= S ]
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L'additionneur Lacellule "FA" (Full Adder) est formée de deux portes complexes connectées. Elle
binaire réalise une égalité arithmétique: la somme pondérée des 3 entrées "x", "y" et "z" a

XV I

[

toujours la méme valeur que la somme pondérée des deux sorties "c" et "s", c'est a
direque" x +y +z=2«xc+s". On peut aisément vérifier cette propriété grace ala
table de vérite.

Applet de la cellule "FA", cliguer les entrées ¥, vy 0U Z & gauche.

-
wid [ A
W J'!If W Jlﬁ" i Jz J £, :| _.1
% 7 7 7 1_.5.[ —p
I — —
¥ i i
r
z —
H H
7 ﬁ/
b
H H
z L™
ra
Yo i N, X¥z | c=s
Va— ooo |11
—] aol|1lao
y N y v Ntz . al1o0|1lao
% o110l
100 10
[ ] ] [ 101 |01
110 o1l
111]|0a0

Le réseau de transistors canal P est symétrique au réseau de transistors canal N. Un
circuit ayant cette propriété est appelé "miroir". Tous les additionneurs ont cette
propriété qui découle dun lien arithmétique entre le complément logique et le
complément arithmétique. Enfin les sorties de ce circuit sont inversées. Cela
découle d'une propriété de la technologie CMOS qui ne permet de faire facilement
gue les fonctions logiques non croissantes.
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Additionneurs

Cedlule" FA" Danslacdlule "FA", la somme pondérée des bits en sortie est égale a la somme
pondérée des bits en entrée c'est adireque” x +y + z=2+xc + s". Lestrois bitsen

27z entrée ont le méme poids, disons 1 pour fixer lesidées, le bit sortant "s' ale méme
'm M " n n i1} " 1] n U] H

| Fa | poids que "Xx", "y" et "z" et "c", un poids double (2).

EEE La cellule "FA" conserve la valeur numérigue comme en électronique les ncauds

conservent e courant.
La cellule "FA" est également appelée "réducteur 3 [1 2" car €elle réduit le nombre
de bits de 3 a 2 tout en conservant la valeur numérique.

o Y

r

T

: ; : : : Vérifiez que vous maitrisez la table de wénté de la cellule “FA".
L T R
0oLo ol ; -
or1l1 o Dlanper ke valewrs des sories ¢ et s x ] i
lLooppo L e feantiomy e emifrdee 3, y o1 £ m @
::' D ili ::' :1 Les val=urs sont modheées en chgoant
111]1 1 Wormz la fabile & gauche l

¥

1

FA

— 10 @

h r,

Additionneur a L'addition est de trés loin I'opération arithmétique la plus commune des processeurs
propagation numeriques. D'abord parce que I'addition en tant que telle est tres fréquente, ensuite
parce que l|'addition est la base dautres opérations arithmétiques comme la
multiplication, la division, I'extraction de racines et les fonctions élémentaires.
Tout assemblage "cohérent” de cellules "FA" conserve la propriété: la somme
pondérée des bits qui sortent vaut la somme pondérée des bits qui entrent.
Pour obtenir I'additionneur S = A + B, il faut que les bits entrant soient ceux des
nombres A et B et |es bits sortant forment le nombre S.

non i ) Wi
— FA; — FAg j— FA; fe— FA, — FA F& FA, p— FAy b—

7 fi i 4 3|'_|2|-_|1 1]
S A A

S? SE 55 54 53 52 51 SI:I

‘ A IEE B |22 S ITT Mb. hits |8 % "JHDLl @ ‘
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Performancede Soit un additionneur a propagation a travers n cellules "FA", si on suppose que
I'additionneur & toutes les valeurs de A et B sont équiprobables et indépendantes, les résultats
propagation théoriques suivants viennent:

| | minimum | moyen | maximum ‘
délai | 0 | log(n) | n |
activité o BEX

Le délai maximum (pire cas) n'est en général pas acceptable. Il est d( au chemin dela
retenue qui traverse toutes les cellules "FA". Etudions donc le cheminement de la
retenue.

Cheminement Pour chague cellule "FA™ un des 3 cas se produit :
delaretenue * laretenueci.; est miseazéro, casnoté'’K',sig=0eth =0
* laretenueci,; est miseaun, casnoté'G,sig=1eth =1
* laretenue ¢+ est propagée, casnoté 'P, si (g =0etb=1) ou (g =1 et b =0).
Dans ce cas Ci+1 = ¢;. Ce dernier cas, défavorable pour le délai, est matérialisé par
une fleche horizontale.

CH b? g hﬁ A bﬁ ay b4 Ay h3 A, b2 a b1 N bn

o o] [1 o] o] 1 11 1

HA HA HA

P E E E P
0 0 A 0 0-— D
Cg C. Cg Cy Ly Cq t, £y Co

ol o o] o

52 Ss Ss Sq Sy Sy g S5

Ii Ii Ii : ] [~ mantrer
A |22 B |55 = i Mb. bits |3 = les 2 bits

Cestroiscas'K', 'G' et 'P' sont codés sur 2 bits.

Cdlule" BK" Lacdlule"BK" permet de calculer laretenue pour un bloc de 2 cellules "FA" ou plus
(Brent et Kung) 9énéralement pour 2 blocs de cellules "FA".

snisg=Flolors=-edsinane=eg, @0 gl

Wiz |a table El E
!

B <1 £ ol SN b
-

QW= Ma= N
5T e |-

Bk

Walder
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Additionneur de Pour concevoir un additionneur rapide, on va calculer toutes les retenues ¢; par des
Sklansky arbres binaires de cellules "BK". L'additionneur de Sklanski construit des
additionneurs de nombres de 2 bits, 4 bits, 8 bits, 16 bits, 32 bits, ... en assemblant
chague fois 2 additionneurs de taille inférieure. L'architecture est smple et réguliere,

mais n'est pas toujours lameilleure.

Délai: 3, activité : 4

1n 1n B by B by oA b, A by & by oA by 5 by
o] ol o o] o] o
HA HA, HA HaA, HaA, HaA, HA,

iz 1= Gy i Cio R G
E E E 0 0
1 %o 5y Sg Sz g S5 54 5y 5 £y %y

A |55 B IEE 3 ITT Mh. bits |12 E

Additionneurs !l y aune seule régle de construction des arbres imbriqués de cellules "BK":
rapides Toute sortie de rang i est reliée a toutes les entrées de rang j < i par un arbre de
(Brent et Kung) cellules "BK", ce qui permet d'entrelacer les arbres des n sorties de trés nombreuses
facons en fonctlon du nombre de bit et du délai de I'additionneur.

HHEEKPPEEEERREEE

215 214213 212 211 21I:| 29 23 2? 23 25 24 23 22 21 EI:I

m‘jﬁﬁﬂjﬁ%'

1I3 15 14 13 12 11 1EI 9

Détails | wHOL| Nb."BIC cells [32 Nb.bits [16 5 Délai [+ 2

Dansles arbres de cellules "BK" on peut troquer des cellules "BK" contre du délai:
moinsil y ade délai (cellules "BK" atraverser) de calcul , plus I'additionneur utilise
decellules.
» fatesvarier le nombre de bits et le délai
« vérifier que les arbres suivent la régle de construction en cliquant sur un
signal, remarquer que chagque signal a un nom unique composeé de 2 chiffres.

» simuler un calcul de retenue en cliquant les touches K.
« voir les détails de la construction des arbres avec la touche "Détails’
e voir la descrintion en VHDI de I'additionnetir avec la totiche "VHDI ". Potir
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récupérer ladescription VHDL dans un éditeur de texte, la copier puis coller.

Additionneurs Les arbres binaires de cellules "BK" des additionneurs de Kogge et Stone ne
deKogge et Ppartagent pas. En consequence la sortance des signaux est reduite au minimum au
Stone prix de cellules "BK" plus nhombreuses, et comme le délai dépend le la sortance, il est

un peu plus court.

HHEEKPPEEEERRREEE

215 214213 212 2112“] 29 23 2? 23 25 24 23 22 21 EIII
|

CigC1s Caliz bz By Cyply Cg O Cg b5 Oy Gy Oy Oy

‘JHDLl Mb. "BK" cells |4EI Mh. bits |16 E

Additionneursde Dans un additionneur de Ling, les arbres de "BK" calculent une primitive appelée
Ling "pseudo retenue’. Ceci permet d'éviter le calcul des p; et g, mais impose en revanche
un calcul supplémentaire pour obtenir la retenue a partie de la "pseudo retenue”.
L'astuce est que le délai de ce calcul supplémentaire est recouvert par le délai des
cellules "BK". En conségquence I'additionneur est plus rapide (un peu). La synthese
VHDL de I'applet précédent en tire partie.

Additionneur/ Les additionneurs font spontanément les additions modulo 2". Pour obtenir I'opposé
soustracteur -B d'un nombre B, on complémente logiquement tous ses bits puis on lui gjoute 1.
L'addition de B et de -B obtenu ainsi donne 2" c'est a dire 0. On se sert de la retenue
entrante ¢o d'un additionneur pour gjouter 1 et de digonctions pour complémenter

chague bits de B.
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Delai: 3, activité : 10

B by Apbyp 8 By 3 by A by 3 by B By A, by & by oA by & by a3 by
. 84 8 G0 8§ 60 8§ @5 §9 8§ §9 §i §s
W TR R R
m | m | m | m | [ | m | m | m | m | [m | m | m |
g uy ) L
E‘T e c Ej(i—]m
2 3 2 L I::r/J E'j(& I:j( ERR, -
[ T R TR e v
Cul 11 o SRV
. E il
> %o =g =g %z =t S5 54 = 53 i =
A |-55 B IEE 5 |-33 b cellules"BE" |22 Mh. kits |12 E @ ‘

Cdlule" CS' Dans lacellule "CS", la somme pondérée des sorties est égale a la somme pondérée
desentréescest adireque"a+b+c+d+e=2«h+2xg+f". Lacdlule"CS' n'est

pas seulement un "réducteur 500 3", car en plus la sortie "h" ne dépend jamais de
I'entrée"e".

:

5

(=

QoooooooEoooo oS
=

o o e o o i e e T D S DT D D e e e e e e e DD DD DD

._.
e om0 e e 0 e e 3 0 e £ o e 0 e e 5000 e e 0 S e e

1

(=l L= ] (=]
HEHEE’HE&EE&H
[y [

e e m b

=
-

o i

i i
b

o et et I—'PEEI-' I-EEEE [=T=12l

e e D e g e I:-EEEEhm- N L

el =F=lod =1 b =1=1 ol =] o =0=1 =] g =1 =P =] g ol =T1=1 =1

Dopnez les valewrs des sortes b g et £
an chiquant desnas pues an valdant, &n
feachens des eptrées a, b, ¢ dete
dopntes ou chodsies par simgle chick

L

Wérifinz que vous maitrisez la table de wiritd de la cellule "C35°

"'-.

A

i @
i

]

|

"

o o

n
.

Wakolar

C

A

Additionneur Lacelule"CS' ne propage pas la retenue de I'entrée "€" vers la sortie "h". Elle permet
sans donc de redliser des additionneurs sans propagation de retenue. Le nombre de cellules

propagation

CS nécessaires est déterminé par |le nombre de chiffres des entiers a gjouter.
Cependant chague chiffre est maintenant représenté sur 2 bits et la valeur du chiffre est

la somme de ces deux bits. Les valeurs possibles des chiffres sont donc ‘0, '1' et '2".
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Délai: 1, activité - 9

cH I:j? a5 bﬁ g bﬁ Ay b4 Ay b3 Ay bl2 a, b1 a bn
o| o] 2] 2]

191 I l ! 1 1IN

5, Sy CS, 5, CS, C5, CS5, CS)

SN

‘ A [ss B [z s [r7 Mb. bits IB_E WHDL| @ ‘

Ce systeme décriture des nombres entiers permet |'addition en un temps court et
indépendant du nombre de chiffre des nombres.

Cependant il utilise deux fois plus de bits que la notation standard. En conséquence une
méme valeur a plusieurs ecritures. La fleche verticale [f] a coté des nombres en change
I'écriture sans changer lavaleur. Parmi toutes les écritures, celle n'utilisant que des 'O’ et
des'1' est unique.
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| Multiplieurs
Multiplieur Lamultiplication vient en second pour lafréquence d'utilisation.

Porte AND Une porte "AND" multiplie 2 bits. Pour multiplier 2 nombres A et X de n bits
chacun, on utilise n? portes "AND" qui multiplient chaque bit de A par chague bit
de X. La somme pondérée de ces n? bits a bien comme valeur le produit P= A * X.

JE—
X dxX,  Cependant cet ensemble de bits n'est pas un nombre, bien que sa valeur se calcule
- comme celle d'un nombre.

CommeA < 2" et X < 2", le produit P < 2*" et sécrit donc sur 2n bits.

Multiplication Une structure réguliere de portes "AND" et de cellules "FA" formant un assemblage

sanssigne "cohérent” permet d'obtenir les produits partiels puis de les réduire pour finalement
obtenir le nombre P. Comme chague cellule "FA" réduit le nombre de bits de 1
exactement (tout en conservant la valeur de P), la quantité de cellules "FA"
strictement nécessaire est N’ — 2n (nombre de bits entrant — nombre de bits sortant).
Cependant il y en aici un peu plus car il entre auss quelques ‘0" qu'il faut auss
réduire, plus précisément un '0' par chiffre de X.

Y Ag By E - By Ag

g H 2
i . H =
Dielgd - 10, aclivile 16 I . E 3%, By IIl 3%, III 3%, Ay, IIl a:*nm 51’:0 By
CELT ‘aH:':I- 25X Bgiy A3y CELT Hi¥y 354 .
gk, 1 2 i 283 A LF] 1

1215 iI.Fﬁ ill:l:':_s
o ey
FA[—{FAf—]FAR-0
e | N | dpy
F.-'I.I I'J'- I
1%y | ApH
{FA R0

‘ A [5s % [0 P 1100 Mb.bis[c = @ ‘

Multiplieurs Plusieurs pistes conduisent a une amélioration de la vitesse:
rapides » Diviser le nombre de bits aréduire en utilisant des grandes bases.
» Utiliser une structure cohérente de cellules"FA" en arbre.
» Utilisation de cellules "CS", dont le pouvoir de réduction double de celui du
"FA" permet en outre les arbres binaires.

Codeur de Passer a une base de numération plus grande réduit mécaniquement le nombre de

Booth chiffresdu multiplieur X.
Voyons la base 4, qui a utilise deux fois moins de chiffres que la base 2 pour

représenter le méme nombre. Le "Code de Booth" ( ou "BC" ) est le code de
redondance minimale. symétriatie. en hase 4. | es chiffres M {-2. -1. -0. 0. 1. 2} . l e
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code sur 3 bits adopté ici, en "signe/valeur absolue”, donne 2 notations pour le zéro.

Multiplieur ¥ |55 SIQﬂEfﬂ Unsigned Mo bits |8 5
SIDHE}{T He Hg My Mg My, ¥, ¥,

211 d d

1 -1 2 -1
Cependant les produits partiels sont calculés avec une cellule plus complexe qu'un
"AND".

Cdluledu Vérifiez que vous maitrisez les fonctions logiques de la cellule "B2BC" qui convertit
convertisseur de un chiffre "BC" en "signe/valeur absolue" pour le calcul de produits partiels. La
"BC" Sommeest conserveée:

Vonez |a table

i3

SIRRIL SN ), ;7 4 + ] = (1) (24002 + M) =
o g oD o da o i ’
o0 1| 0 0 1
O 1 0 o g 1 1 @ T @
b1 1|0 10D -
1 00O 1 1 0 . 1 1
10 1|10 12 EIBC
11 0 i 0 1 .
1 1 1 1 0 0O £ 1
s M2 M1 @

Vahder

Laconversion de X requiert deux fois moins de cellules "B2BC" que de bits de X.

Multiplieur des Lamultiplication par un chiffre "BC" 0 {-2, -1, -0, 0, 1, 2} rgjoute 2 bits a ceux de A:
bitsde A par un un pour avoir A ou 2A, un autre pour la retenue entrante en cas de soustraction.
chiffre" BC" A étant signg, il faut eventuellement étendre son signe sur le bit ajouté.

2|8 Multiplicande A |22 @ Signed ( Unsigned ph ohits |2 u
5 aj M1 aj.1 M2 III P =

signe
lI EI? EIE 35 514 33 EI2 EI1 EID
o L
£ /o0 0 0o o 1 0 1 1 0
2= 0
Lamultiplication de A requiert autant de cellule"CASS" que de bit de A plus 1.
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Koy da Xy ) ay Az Ay ay sy CH dy

?? + l@Jr 4@4 J.J, ¢Jr 4@4 J, 4 E

+ + 3 3

BZBC | |CAsS, | |CASS, | |CASS, | |CAgSy | | CAsS, | |Cadb,| | CASS, | | CASS, cﬁssy

NN

Py

glal-ofo]afz] afss 0 P[0 Mo 52 @ ‘

Génération des La premiére étape de la multiplication génere a partie de A et de X des hits dont la
produits partiels somme pondérée vaut le produit P. Le bit de poids fort de P est postif pour la
multiplication dentiers sans signe, et négatif pour la multiplication d'entiers en

complément a 2.

Froduits partiels A, d A, 8,8, 3, 3, A
Aucun codage de A ou X @@@
@DDDDDDDD {0+85+20)
EIEI11EI111 (1+=86+2")
IIIIII11III111 (1+85+2%)
@EIEIEIEIEIEIEIEI (0=85+27%)
IIIIII11EI111 (1+85+2%)
@EIEIEIEIEIEIEIEI (0=85+2%)
@DDDDDDDD {0+85+2%)
@EIEIEIEIEIEIEIEI (0+=85+27)
oo0oo0oo0o01113222210 Produit=1210.

A 55 % [22 Mb.bits 8 5 VHOL |

{* Sans Signe " Baugh-Wwolley ¢ Booth madifid ¢ Canonigue

(o{1]2[=a(a]s[al7]a[7]6]s a4]3[2]1]

Réduction des La deuxieme étape de la multiplication réduit les produits partiels de I'éape

produits partiels Précédente a deux nombres, en conservant la somme ponderée des bits. Ces deux
nombres seront additionnés dans |a troisieme étape.
La synthése des arbres de Wallace suit l'algorithme de Dadda, qui garanti le
minimum d'opérateurs de réduction. Si de plus on impose d'effectuer les réductions le
plus tét ou le plus tard possible, aors la solution est unique et synthétisée toujours de
la méme fagon.
Les deux nombres binaires a gjouter dans la troisiéme étape peuvent étre vus comme
un seul nombreen "CS".
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N3 A Y

feudille ;1

"JHDLI

[ Utiliserdes C5 [ Fropao. localement

2142132122112“329 23 2? 25 25 24 23 22 21 2”

1

2

34156

7

6|45

Fl

3

2

1

FA

HA,

34|66

6|45

FA
FA

FA
HA

4141414

414

FA

FA

1

3

3[313]3

33

3

2

1

FA

FA

FA

HA

2

2

2121212

212

2

2

1

Exempled'arbre L'applet suivant réduit 8° produits partiels (par exemple le produit de deux nombres
de Wallace Sans signe de 8 bits chacun). Les arbres de Wallace reduisent "au plus tard" (touche
"tard" de I'applet ci-dessus). La somme pondérée des 16 bits qui sortent vaut toujours

la somme pondérée des 64 bits qui entent.

Lo i Lo il L e i e ol olie ol e

0 1]a(al4][s]a[7]al7]B]S[e]3][2 11
FAFAFA A
B [ HAHA
1| A|E|A|E|B|E|BIS|&[3]201
FAFAFA F&FA F8 FA Ha
F& FA.FA FA Fa H.
vialalalalalalalalalalalzlzly
FA i F& FaFa Fa F& Fa Fa Ha
_L1 1F1F] ] 1F1IFIFIRF1IAL
Hi FA. FAFA FAFA FAFAFAFAFSFA HA
-I—."'Z"."'Z"J'."':."':.i':'."':'."'l
!
. — L
11 mt L
o
-". = ."-...
X} 4 [ [ ]

BEIR N 14 e

Fr P F P F v P E T F b

La fleche verticale [ supprime/rétabli I'additionneur final. Le résultat est en binaire
avec |'additionneur et en "CS' sans lui. Le délai de I'addition finale est comparable a
celui de l'arbre de réduction.

Produits partiels Le multiplieur X et le multiplicande A sont tous les deux en "CS', c'est a dire avec

d'opérandes en deschiffres0{ O, 1, 2}.
ncS' On génere des chiffres dont la somme ponderée est égale a A * X. Pour assurer que

ces chiffres sont des bits (faciles a additionner), il est nécessaire que dans A et dans X
tout chiffre '2' soit précédé a droite par un'0'.
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HE*??//////

NIV I I,
o B0z o T

o B PP T 0"

el ek
O TP 7777
o0 o o 0 0

A [ss ® |22 P [1210 Nb. bits [ = VHDL |
Mise azéra | | Tat| LTard| 2] 2] 4] WYHOL

[~ UWilizer des ¢S [ Propag. localement fedille ;1

H

21521521421321221121029 23 2? 25 25 24 23 22 21 ED
(0l2]al4fslalr[afaflal7]alala]a]2]1]

Cliguer pour ajouter un "HA"
Touche Majuscule pour ajouter un "FA"
Touche CTRL pour effacer

Réduction des Les produits partiels de la multiplication de nombres en "CS' sont simplement des
produits partiels bits, réduits delaméme fagon que pour les multiplieurs précedents.

Cdlule" xCS"' La celule "xCS" permet de calculer le produit de deux chiffres a et x en "CS'.
Son équation arithmétique est "2+ b+ 2* y+i=a=* x + z+ c". De plus les sorties
"b" et "y" ne dépendent pas des entrées "c" ou "z" ; il N’y a pas de propagation.
Vier |3 table

Ph+ Py si=atn T I? Ii
:_/

b

O = 0

1

0 [ﬁ @

1 Walidar

FROooO- s T

R-TE-1
1

1
i 00000 Do D0 o
|

SRR =l R = == = F

= DD S ES3OS S50 500 s

— o ooooo-oDo-Daoim)

e b0 B B B D e e A o BB S
e B B b b e OO B P R D e O

Codeur Letranscodeur "CS2CS" passe de "CS' a"CS" en garantissant qu'en sortie un '2' est
"CS2CS" toujours précede adroite par un 'O’
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Codeur
"CSs2BC

Multiplieur % [55

Cela permet de calculer les produns partlels b| naires avec un multiplicande A et un
multiplieur X tousles deux en"CS".

Le transcodeur "CS2BC" passe de "CS' a "BC" , c'est a dire du code a retenue
conservée base 2 au code de redondance minimum base 4 (ou "Code de Booth").

multiplieur ¥ |55 Mb. bits |2 E

}{T }{E }{5 }{4 }{3 }{2 }{1 }{D
0 o 1,

I I I I
Fi FA Fi FA

I A I

[Fs| [[Fs| ||Fs]| |[Fs|

e e lr T
11 211 211 211 21
] 1 -1 2 -1

Multiplieurs par des constantes

Multiplication
d'un nombre
par unesériede
constantes

La transformeée de Fourier discrete, la transformée Cosinus ou son inverse, le filtre
numerique, etc..., contiennent des multiplications d'une variable X par plusieurs
constantes C1, C2, .. Cn. La factorisation de ces constantes permet de réduire le
nombre d'additions/soustractions de ces multiplications, parfois trés fortement.
L'applet ci-dessous calcule Y1 = X*C1, Y2 = X*C2, .. Yn=X*Cn...
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Mb.const |3 5 [2717 2726 2723 VHDL

L]

Y= M0l = Ka2717 = ¥e2 10 432 % #2627 +32% +3662% +e22 320
YI=HeCl= He2726 = Wed ' #3629 #3027 + W28 4007 4 2]
YI=He 03z Ha272F = W2V 329 40627 43028 402! 4l

Pas 0 colt= 16 additions
1=K+ Cl= K217 = W2+ 5x 2% 45227 + 3225 3227 + 320
V2= WrG2= H+2F26 = H+2" #0229 o127 432 4227 Jxa2]
YI=We03= H+2723 = H+2" #0229 o ¥a27 4328 428 a2l

FPas 1 :colt=12 additions et 3 soustractions
TY1=K+Cl= K217 = - H+27 +X=20 + 7425

V2= WrG2= H+2F26 = H+2" #0229 o127 432 4227 Jxa2]
Y3z K03 = H+2723 = H+2% -¥+20 +yg.28

VA=W Cd= K85 = H+2% 4022 +1a2? + 20

Pas 2 colt= 10 additions et 2 soustractions
VI=H+0l= Ha271F = - H=27 +X=20 + 7425
Y2=Wr2= H+2F26 = ¥4+2% +v5+3]
YI=WeC3= H+2723 = H+2% -¥+20 4yt
Yd=WeCd= X+85 = H+2% +X+2% + 1227 + 220
YE=H+CH= H=1023 = H=2"0 - x=30

Pas 3 colt= 7 additions et 2 soustractions
V1= W0l = H+2F17 = - 9= 2% +1+20 +v4+25
V2= W2 = H+2726 = ¥4+2% 45432

YI= W03z K+2723 = H+2% -x+20 vzt
Y4=H+Cd= ¥+85 = ¥E=27 +vE+2"

Yo=K+ 08= K+1023 = ¥+2'10 -5+ 20
YE= K= CB= H+1F = ¥+2% + 20

Pas 4 : colt= 6 additions et 2 soustractions
V1=K Cl = H+2717 = v4-2% -y7 20
V2= W2 = H+2826 = Y4+2% +¥5+32]
Y3z W03z K+2723 = Y4 +2% 4720
Y4=H+(Cd= ¥+85 = YE+27 +vH+20
Yo=K+ 05= X+1023 = ¥+210 -3+ 20
YE=K=CB= H+1F = ¥+2% + 20

YI= W07 = K+F = ¥+28 320

Pas & colt= 4 additions et 3 soustractions
V1=K Cl = H+2717 = v4+-2% -y7 .20
V2= W2 = H+2826 = Y4+2% +¥5+32]
V3= W03z K+2723 = Y4+2% 4720
Y4=H+(Cd= ¥+85 = YE+27 +vH+20
Yo=K+ 05= X+1023 = ¥+210 -3+ 20
YE=K=CB= H+1F = ¥+2% + 20

YT =HeCT=¥+3 = Ke2! +x.20

Pas f : colt= 5 additions et 2 soustractions
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Diviseurs
Pesée du pain On veut caculer Q = A + D. Par un coup de chance extraordinaire on dispose d'une
avec restauration baance, d'un pain de mie dont le poids est justement A et enfin d'une série de poids
sansrestauration, devaleur D, 2D, 4D, 8D, ... 2'»D marqués respectivement avec 1, 2,4, 8, ... 2.
pesée RST En fait D est un nombre binaire, et 2'*D sobtient ssmplement en décalant D de i
positions. La balance compare la somme des poids sur chacun de ses deux plateaux
(sou>).

ST,

',-“_"n.r M

@@]@@@@@@@huu I @ Nb. poids [9 A. [z0o

Divisions Ladivision est peu fréquente, cependant comme son délai d'exécution est bien plus
récurrentes 9grand que celui de l'addition ou de la multiplication, son incidence sur le temps de
calcul est substantielle. Il convient donc de soigner laréalisation des diviseurs.
On veut caculer Q = A + D. Ceci est équivalent aQ * D = A. Donc st Q et D
Sécrivent chacun avec n bits, A sécrit avec 2n hits.
On va construire une suite Qn, Qn1, ... Q2, Q1, Qo €t une suite Ry, Rn.1, ... Ry, R1, Ro
telles quel'invariant A = Q; * D + R; soit respecté pour tout j.
Larécurrence est : _
* Qu=Q+qgar 27
° Rj-l = Rj —(Qj-1* D=* 2j_1
avec comme conditionsinitiales:
. Qn =
« Ry=A.
Quand la récurrence se terming, on aQ = Qg = Zirlo g * 2. R=Rgest lereste de la
division.

=
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# [00DODD1000100110] =550

D+2% 000107110 =22+2" = 5632 = 550 ( pas de débordement )

Ry= 0000001000100110 =550
Rg<D+27 00010110 4,=0,0,= 0

R,=R, 0000001000100110 =550 —
R,<D+2° 00010110 d,=0,0,= 00

Rs=R, 0000001000100110 =550 —
R =D+2° 00010110 4;=0,0,= 000

R;=R, 0000001000100110 =550 —
RezDx24 00010110 g,=1,0,= 0001
R,=Rz-D=2% 0000000011000110  =550-352=198 '
R,zD+2° 00010110 g,=1,0,= 00011
R,=R,-D+2% 0000000000010110  =198-176=22 '
R,<D+22 00010110 q,=0,0,= 000110

R,=R, 0000000000010110 =22 —
R,<D+2! 00010110  g,=0,@,= 0001100
R,=R, 0000000000010110 =22 —
R,zD=2° 00010110  g,=1,G,= 00011001
R,=R,-D=2° 0000000000000000 =22-22=0 '
Reste R = 0000000000000000 =0

Quotient@,= 00011001 =25

QprD+R,=25=22 +0=550+0=550

&+ pyec restauration
A lBan D |22 Mb.bits [5 =

" Sans restauration

Soustracteur Un "soustracteur conditionnel” donne le résultat S suivant:

conditionnéd ssR<DalorsS=RsnonS=R-D ;
Chaqgue cellule "SC" calcule le résultat et la retenue de la soustraction R — D. Si la
retenue sortante (tout a gauche) vaut '1' alors S regoit le résultat de la soustraction,

Fa d? e dﬁ fa d5 fy d4 Fa d3 fy d2 f d1 f 'jn
sl ilidilallallall

1 SC |+ SCy [+ SCy SC, SCy S, SCy |+ SCy
s b s s s s s b=

7

R [55 D [22 g [a2 Mb.bits [2 2 @

fi b 4 3 2 1 1]

Lafonction du "soustracteur conditionnel": ss R<D alorsS=Rsihon S=R-D, se
résume par sa fonction de transfert appelée "diagramme de Robertson”. Pour
converger, ladivision impose en outre que 0 < R < 2*D.
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nouvelle valeur S
“F‘k\
&

ancienne valeur B

Celule" SC" du Vérifiez que vous maitrisez les fonctions logiques de lacellule"SC" :
soustracteur g g=o0alors{ co=majorité(r,d, ci);s=r} // identité
conditionnd . = - .

sinon { co=majorité(r,d,ci);s=rod0oci} // soustraction
Woyez la table
g r d egif co s r a
0 0 0 0 |0 O
0 0o 1|0 o
00 1 0|0 o
0o 1 1|1 o 0 .
01 00|01 Co Ci
010 1|1 1
o1 1 0|1 1 @1 4—@
o1 1 1|1 1 S
1 00 0|0 o 1 >
1 00 1|0 1
i 0 1 0|0 1
10 1 1|1 0 90
1 1 0 0|0 1
i1 0 1|1 o
11 1 0|1 o
11 1 1 [1 1 5

Diviseur avec
restaur ation

Inversedela
division

Yalider

Un diviseur "avec restauration” consiste en une suite de décalages et de tentative de
soustractions. 1l est formé dune structure réguliére de cellules de soustraction
conditionnelle "SC" (soustraction ou rien suivant un bit de condition).

Si on retourne le diviseur "avec restauration” téte en bas et replace les soustracteurs
conditionnels "SC" par des additionneurs conditionnels "AC" ( identité ou addition
selon x;) on obtient I'opérateur de l'inverse de la division cest a dire la
multiplication.
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apgdy  ayadg  Agpds Agdg @pds; ag dr oag dy Az dg
EE]EE]E]E]
Q7
E SCM=|SCr=|SCY~|5Cr=sC~sC=5c*
e & B & B .
scr [SC [SC* [5C* |SC Bl [5C
T e, E
g
SC [SCo* SC
TXEREE
04
r
W50 P<Tsc scl{sc n
T ~
)
sCP [* [SCp [5C sCp [sCp
rmq aq
sC* (=G |BC| |SC| [5C* |5C*
[y NN
C' |8C| |SC| [SC* |SC
~ <
7 « h b b b |
e o g g g g
A [550 D [22 a [25 R [0 Mi. bits [g VHDLl @‘
a; ag g a4 ay a, ap
) 0 i 0 0 EFD o g TFD i 0
0
Délai © 9, activits : 14 il e P Y vy oo Yy o 3 o Y o Y o vy Al
s d 444444 4
o
|aclkd]acled facledacled {acks {acl 2h-0

L.
ES;
ES
L85

I.&.CI IACI IAC' IACI IAC' |
< A
ol
|acledac ] acihl{ac kel { ac e ac k] acled ] ACk-0
oy evevyi
0
lac e acledd acled ool aclel ool {ack-0
<4 AL 4444
ol
A AL A AL A AL A AC -0
0 O B © B @ @ @© @ i © o B @ o
Pis P4 Pz Rz P LT Py Pg ) Pg Ps [P Ra Pz By Po

‘ Alzg }{Izﬁ F'|55|j Mb. hits {5 E VHDLl @ ‘
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Diviseur sans Un diviseur "sans restauration” consiste en une suite de décalages et d'additions ou de
restauration Soustractions. Il est formé d'une structure réguliere de cellules d'addition/soustraction
"AS' (addition ou soustraction en fonction de g).
« SsR<OetD<Oalors{S=R-D;q="1}
. sR<0etD=0aors{S=R+D;q="1%
. sSsR20etD<Oalors{S=R+D;q="1"%
« sR=0etD=0alors{S=R-D;q="1}

A9dy apzds 3205 8g9dg amds 39 ds ag '31 ay dg

ap
iy 25 e as e as o as leod as e as e J a5 [
o'f b b b E ﬁi ?i
Liy AS AS AS AS
Délai: 28, activité : 144 o] Plre [Ors Pl Plr: Pl Pl [Qn

2 |55|:| D] |-22 8] |-25 F |c| b bits [ E VHDLl @ ‘

Avantage et Le diviseur sans restauration a I'avantage de la compati bilité de A et de D avec le
inconvénient du complément a 2. Cependant pour que le résultat soit unique on convient que le reste
R soit toujours du méme signe que le dividende A. Une correction finale est alors

diviseur sans nécessaire pour que le diviseur sans restauration obéisse a cette convention. Enfin le

restaur ation N
quotient Q est écrit avec les chiffres'1 " et '1', il faut donc le convertir en binaire, ce

qui est tressimple.

Quotient @ |}25 M. bits [3 o
B Oy 0

by
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Diviseurs Trois approches se combinent pour réaliser des diviseurs rapides:
rapides  * Utiliser desadditions/soustraction sans propagation de retenue.
» Préconditionner le diviseur et le dividende pour simplifier ladivision.
» Utiliser des grandes bases pour diminuer le nombre d'étapes.

Diagrammede Pour avoir un diagramme de Robertson carré, on normalise les restes successifs:
Robertson (Rj* b?) ot b est labase de numération.
Les pentes noires représentent la fonction de transfert R, O Rj.1, le trait rouge est la

fonction unité qui passe d'une étape a la suivante.
" fi |

A (300 J
D3 !
= Base 2 r
™ Base d
™ gase B : /
I Base 10 !

& restau i

) - -
' 1 14 & [ 1 4

g, =1 & =0 g=0 &=1 &=0 g =1 & =1 g, =10
La base 10 nous est familiéere, elle ne sert ici que comme illustration car €elle serait trés
inefficace codée en binaire.

Division " SRT" Pour éviter le déla di a la propagation de retenue, on utilise ici une suite
sans d'additionneur/soustracteur a emprunt conservé ("BS"). La cellule "tail" , variante de la
propagation de cellule "SC", exécute suivant les deux bits de commande qui la traversent:
retenue une addition: Ry =R;+ 27+ D
* unesoustraction: R; =R -2+ D
* uneidentité: R.1 =R,
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a4 dpap dyay dpay dya; dgay

, W 55 35 53 i
m fff“/,a i %

=
E‘ | head tall tall tall tall
04 _/
n i b
—1

E" [ head tall tall

05 /
; b v

= | l— 1 1
E [ head [t | (i | (i | tail

o] rs o] Mg o] r7 o] Iy o] Iy
A [550 D |22 a 25 R o . bits [ = VHDL| @l

Cette opération est choisie suivant le signe du reste R;. Pour connaitre précisément ce
signe il faudrait pouvoir examiner tous les chiffres du reste. On montre gqu'il n'est
nécessaire d'en examiner que 3. De plus on connait la position de ces 3 chiffres. celui
de droite est aligné avec le premier bit a"1" du diviseur. Pour éviter que cette position
ne se déplace avec les valeurs de D, D est "normalise”, c'est a dire que la position de
son premier bit a"1" dansle diviseur est fixé.

Additionneur/ Un "additionneur/soustracteur conditionnel” donne |'un des résultats S suivant:
Soustracteur . g qg=T'alorsS=R+D;
conditionnel sans .+ §q='0 alorsS=R;
propagation e sq="1 aorsS=R-D;
Chague cellule "tail" réalise I'addition/soustraction de 1 bit. La retenue n'est pas
propagée vers la cellule de gauche de laméme ligne mais envoyée verslacellule de la

ligne suivante.
do I dg Iy de Ig d, I:I Iy
bl
tail.|  taily | [tailg| [tail,| [taily|  [taily|  [tail,
0 0 1 0 0 - 0 0
58 S? SE 55 54 53 52 51

R[5 D |22 5 [s5 Mb.bits [5 = @
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Lafonction de|' "additionneur/soustracteur conditionngl" se résume par safonction de
transfert appelée "diagramme de Robertson™. Pour converger, la division impose en
outreque-2*D<R<2*D. Si -D <R < 2 aorsSadeux solutions.

A
D

nowrelle valeur 2
gt
i
2,
ot
i
e
-:'ﬁ\
2

b
|
]
=

1]
aticietitie walenr B

Cdlule"tail" du Vérifiez que vous maitrisez les fonctions logiques de la cellule "tail” .
diviseur " SRT" e sig="1'alors2«s,—sp=do+ro; // addition
e siq="0alors2xs; —sy=rg; // identité

« sig="l'alors2xs; —s = dy + Io; // soustraction

g d0 £0 | =1 =0 | VoyezZ latable

-1 o0-1] 0 1

-1 1-1| 0 O

-1 0 o| 0 o o

-1 1 o| 1 1

-1 D+1| 1 1

-1 1+1| 1 © 0

o o-1| o0 1 g

o0 1-1| 0 1 o 1

00 0|0 o @ - .

o1 0| o o tail

o 0O +1 1 1 2 1

O 1 +1] 1 1

+1 0-1| 0 0O -1

+1 1 -1| 0 1

+1 0 0| 1 1 @
+1 1 0| 0 O

+1 0+1| 1 0O 51 Sp o
+1 141 1 1 ellsey

Cellule del:[éte d'l'J Soient R= rx 4+ 1% 2+ 1o €t S= 5+ 4+ 5% 2+ 5 les valeurs respectivement des
diviseur " SRT"  girées et des sorties de lacellule de téte.

i N N N
e sR>0alors{ S=R-2;q9="1;}
AN AN
« ssiR=0alors{S=R;q="0;}
A AA —
« siR<Oaors{S=R+1;q="1"}
Lors d'une division (sans débordement), la sortie s, est toujours a 0. Cependant le
débordement est utilisé dansla"double division".
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Division " SRT" Ladivision "SRT" précédente est smple car le premier bit du diviseur D est toujours
avec réduction 1. Elle se simplifie davantage si les deux premiers bits dy et d; du diviseur D sont
i réduitsa ™1 0" par I'opération :
dudiviseur S ors{ D= D 34: A=Ax34:] .
Cette multiplication de A et D par la méme constante ne modifie pas le quotient Q,
par contre le reste R est aussi multiplié.
Pour un diviseur sur n bits, 2™ —1< D < 2™ + 2",

N dn dp d1 a1 d2 32 dg R d4a4 d5 dg

! 9 ’ I o I o| El i
head tai [ai [tai [1ai [tai
gy A 3
@ r head tail ] =i~
v
[ head M]S| ]
U2

@é [ head J tall tall tall

4

@E : head

1
tall tall tall tall i
Hs ]
f an
head tall tall tall tall i
Qg

=
- L_I| 1 1 1 1 1
hiead tall tall tall tail tail

E] Mg E] f? Iz El My E] Mo I M1
2 Irnr ] |m Q |111 =] |T Nb.bitsl?_E UHDLl @ ‘

"L.

=
"L.

CeIIuIede}eteth SO|entR—rl* 2+ 1o lavaleuy del'entrée delacellule de téte "head".
diviseur " SRT . gR>1 alors{ = R 3;9=+1}

avec réduction e SSR=1aors{s= O,q=-0
e sR=0aors{ = q=+0,}oub|en{so g=-0;}
e sR=-1laors{s=+;9=+0;}
e sR<-laos{s=R+2;q9="1;}
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Ladifférence entre les deux écrituresde O pour g : "- 0" et "+ 0" importe.

Yowez 18 table

£l £0 | =0 & | R
t1 +1 Q -#1

Fs I-Ll
+1 [n] -1 +] F a7
L N 1 0
o +i| .0 <0 2 L _

g ad d + . -

E ]
g -1 |-i w ::lm
-1 +1 | -1 @ hiead

-1 6| g -1 ,
-1 -1 | -1 -1 (

‘Wallder

g ==
L
il

T

Convertisseur Lequotient Q du diviseur SRT est en notation redondante. Sa conversion en notation
de quotient conventionnelle passe par un additionneur (en fait un soustracteur). Comme les
chiffres q du quotient sont calculés séquentiellement (poids forts d'abord), la
conversion peut étre menée en méme temps que le calcul des chiffres g.
Soit "Ratio" le rapport entre le délai de la cellule de téte du diviseur SRT et le délai
delacellule"BK".

222 221 220 219 213 21? 213 215 214213 212 211210 29 23 2? 25 25 24 23 22 21 zl:l

Ll
uil -|_

[“

EJ“EJ“D“LJ’D“LJ’D“LJ’LTLJ'LTLTD“D’
0 o o e
ﬁﬁﬂﬁﬂﬁﬂﬁﬂﬂﬂﬁﬁﬂﬂﬂﬂﬁiﬁﬁf

‘-IHDLl MNb. "BK" cells |n3 MNb. bits [23 % Ratio [7 0 %

Conception d'un diviseur Les chiffres du quotient Q sont redondants et symétriques. lls sont définis
par la base de numération de Q et lavaleur maximale du chiffre Q.
Le choix du nombre de chiffres du diviseur D et du reste nartiel P pris en
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compte détermine si on peut tracer des frontiéres séparant les chiffres de Q.

— - .
| 5 i i I I

i3 [} i

y i

3

-

im

| — ) S IS

14

] '] 1 ] i
R &k # R OB B # ® #

B hmafi = memf =| = mwsns 5 sogtPfi =

Le bouton a gauche passe a I'étape suivante ou revient a |'étape précédente.

1- diagramme de Robertson, donnant e reste partiel suivant en fonction du reste partiel P courant , sans tenir
compte explicitement de D

2- PD-plot symétrique tracé pour lesvaleursde D dans[ /2,1

3- demi PD-plot continu, moitié supérieure du précédent. La moitié inférieure sobtiendrait en changeant les
signes.

4- demi PD-plot a discrétiser, le nombre de bits de D fixe le pas en abscisse, |le nombre de chiffres de P fixe le
pas en ordonnée.

Ce choix détermine si on peut tracer des frontieres pour séparer les chiffres de Q.

5- demi-table de vérité du demi PD-plot.
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Extracteur de racine carrée

Extraction de L'extraction de racine carrée est relativement peu fréquente. Cependant €elle intervient

racine carrée dans les distances euclidiennes et dans les moindres carrés. L'opérateur d'extraction
Sapparente au diviseur et tout ce que I'on sait de la division rapide sapplique a la
racine carrée. Souvent le méme opérateur rapide exécute soit la division, soit
I'extraction de racine carrée, les collisons éant trop rares pour justifier deux
opérateurs par ailleurs colteux.

Algorithme Dansle dessin ci-dessous, la surface de chaque rectangle rouge représente le poids de
d'extraction de Uun bit. Seulsles bits a'1' sont dessinés. La surface totale dessinée est donc la somme
racine carr ée pondérée de ces hits.
Le jeu consiste a trouver un carré de surface égale a un nombre donn€, nombre dont
la valeur est représentée par la surface d'un cercle bleu, en observant un bit de test
(<ou>) et en cliguant des bits. Le c6té de ce carré est alors laracine cherchée.

la surface des carrés rouges estinférieure ou égale & celle du cercle bleu
fi4

<
la surface du cercle hleu est 20245
la surface du carré rouge est 1024
32
i 137 B4
cliquer les hits (rectangles) ci-dessous pour changer la valeur de la racine: Valider Montrer
| = : % —="37 (100000 @ @
N RS

Extracteur de On veut calculer Q = \/K . Ceci est équivalent aQ = A + Q. Donc st Q sécrit sur n
racine carrée bits, A sécrit avec 2n bits.
On va construire une suite Qn, Qn-l: Qz, Q]_, Qo et une suite Ron, Rong, ... Ra, Ro, Ro
telles que l'invariant A = Q; » Q; + Ry soit respecté pour tout j.
Larecurrence est : _
¢ Qu=Q+qux2?
* Rp2=Ry—qu* 27"+ (2 Q+27
avec comme conditionsinitiales :
. Qn =0
b Rzn =A.
Quand larécurrence seterming, onaQ = Qg = Ziio g * 2.
R = Ry est lereste de I'extraction de racine.
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[loo111000100]

Ri;=A 100111000100 =2500

Soust condition. O q5=1,£3!5= 1 l
Rip=Ri- 95 010111000100 = 2500 - 1024 = 1476

Soust. condition. 107 q4=1,£3!4= 11 l
Rz=R;-@, oooo11000100 = 1476 - 1280 = 196
Soustrundition. 1107 q4,=0,Q,= 110

Rz=R, oooo11000100 = 196 —-
Soustrundition. 11007 q,=0@,= 1100

R4=R, oooo11000100 = 196 —-
Soust. condition. 11000f q1=1,£3!1= 11001

R,=R,-@, goopooQoonoon =196-196=0 ¢
Soustrundition. 1100101 q,=0,@,= 110010

R,=R, goopooQoonoo =0 —-
Racine @, = 110010 =40

Reste R, = ooooooo =0

Q%+ R, =50+50 +0= 2500 + 0 = 2500

& 2500 @ Ayec restauration O Sans restauration  Mb. hits [ = @

Réalisation L'extracteur de racine carrée avec restauration utilise les mémes soustracteurs
conditionnels "SC" que le diviseur avec restauration.

dg
1]
1
scp-12r A
- M 1
Jécr scl—[sc] 128 ek

1] 1
1 a

o

i

SC=—[SC[*~[5C 5C s
i X X X
sCl—acP—[acP—[acP—[acP—[ack—T[ack—1 & il
I I I I I I
0 0 1
ql:l r r r r r
3 T 1 1 e 25 e 55 e T g T
I
Délai: 8, activite . 17 ' Eﬁ E“ Eg Ez 51 E”

A |25|:||:| ] |5|:| R ||:| Mb. hits |5 g @

a0 0

Extracteur de On cherche a saffranchir de la propagation de retenue en utilisant la notation "BS',
racine carrée !es mémes cellules "head" et "tail" et une architecture similaire a celle de la division
- ~—ia~ ranide On se haurte a trois difficultés en cherchant a utiliser ce divisetr nour extraire
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rapide desracines.

Convertisseur Lapremiéere difficulté est le rebouclage de la racine. Comme le diviseur, I'extracteur
deracine de racine carrée rapide fourni des racines partielles Q; en notation "BS". Utiliser les
cellules "head" et "tail" que le diviseur rapide exige une racine partielle en notation
binaire conventionnelle. On pourrait utiliser un soustracteur pour la conversion de
"BS' a binaire de chague Q; mais ce serait colteux en temps et en circuit. Le
convertisseur ci-dessous utilise une cellule "trc" a4 entrées et 2 sorties dérivées de la

cellule"BK"

] [=]
M. kits |8 =

Racine & IEQ

" Signed

& Unsigned

trc trc Lips trs
G
m trc trc trc trc
Itri:I Itl‘i:=I I'I:I'i:tI Itl‘l:I 1
nj_f ni—f 1j_f 1j_f 1111 11_'[‘ tf 0 {
Cedluledu Vérifiez que vous maitrisez les fonctions logiques de la cellule "trc" de conversion de
convertisseur de hotation "BS" vers notation binaire conventionnelle.
racine L'entrée "s" est un bit du Q;, I'entrée "ci" indique que la retenue se propage a la

position de cette cellule. La retenue est utilisée pour la soustraction. Elle correspond
au 'P delacelule'BK".

« siq="Taors{so=s 0Oci;co= 0}/soustraction (somme — retenue),
retenue tuée

» sig='0alors{ so=s;co=ci} //[sommeinchangée, retenue propagee

e sig="1lalors{ so=s;co=0} //sommeinchangee, retenue tuée
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o o]0
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g g 31lo 1

i 10] 1o .

i e 4 | IEI::
-1..a-0] 39

-1 O 1 1

-1 1 gl 30

-1 11l0 @8

i) @

Maldar

Extracteur de L'extracteur rapide utilise les mémes cellules que le diviseur rapide pour effectuer a
racine carrée chague itération une des opérations arithmétiques:

Sans .« §q=TalorsRy,=Ry+2* Q—27"/ addition
propagationde . §q='0 alorsRyz =Ry //identité
retenue . g ="1 alorsRy.,=Ry—2* Q —23" //soustraction

N
Chague cellule "head" détermine un g; gréce au signe d'un approximant Ry du reste
courant Ry;. _
La deuxiéme difficulté par rapport & la division est dans la soustraction de 23™* quand

g ="1 ou g ="1. On utilise pour cette soustraction de un bit I'entrée négative de la
cellule "tail" en poids faible de chague ligne.

La troisiéme difficulté limite en fait le domaine d'utilisation. En effet tous les Q
doivent commencer par un '1' en poids fort (implicite). Cette condition n'est pas
réalisée si les deux premiers bits du radicande A sont nuls tous les deux. On soustrait
ce'l de A alapremiére ligne grace a une entrée négative de "head".

Up =1 a4 dp a4 Az
., 0Bl
E11‘ + 0 4 ,/ + ./ ﬂ/_ﬂ/ a3 A4
m! i head i tf“] _3i| 10 ]
Clzd 4 _/,, ./ ./ vl.l(ﬂ/ﬂ/ a

@E‘. i head i ltii trc! tail tail
= i -

A [2500 a [50 R [o Mo bits [ = VHDL| @

Opérateurs Arithmétiques Page 34



Addition en Virgule Flottante

Format des Trois champs composent I'écriture binaire des nombres en virgule flottante. Le signe
nombresen S (1bit), I'exposant E (8 bits) et lamantisse M, ou significande (23 bits).
virgule flottante L@valeur dunombre est (-1)5* 212D« (1 +m / 8388608 ) . Cependant s E=0, le
nombre dénormalisé vaut (-1)° * 20229« (M / 8388608 ) et si E = 255, la valeur est
infinie.
Vérifiez que vous vous maitrisez ce format en donnant I'écriture (32 bits) des
nombres proposés.

Ecriture du plus grand nombre (2128 - 21']4)
340 282 346 638 528 859 811 704 183 484 516 925 440

@

Moins Exposant127 =0 Mantisse =1 {implicite) + 0 -
I 1 2 valider ,

[01111111]Z [00000000000000000000000]

Addition et Les réels étant codés en "signe/valeur-absolue”, un seul bit permet de changer le
soustraction Signe dun opérande. En conséquence le méme opérateur effectue indifferemment
I'addition ou la soustraction suivant les signes des opérandes. L'addition/soustraction
de deux réels S= A + B est plus complexe que la multiplication ou ladivision.
Elle se déroule en 4 étapes:
* Alignement des mantisses si les exposants de A et B sont différents
» Addition ou soustraction des mantisses alignées
e Renormalisation de lasomme S s elle n'est pas normalisée
e Arrondi delasomme S
L'alignement produit un bit de garde et un bit collant utilisés pour I'arrondi.

A |55 B |55
3130 23 12 1] 3130 2322 0
» 0] foooo1o0] [10111000000000000000000] g [0] [f0000001] [01100000000000000000000
A= +110111000000000000000000 +29 = 55.0
B= +101100000000000000000000 +22 = 5.5
T - Alignement des mantisses de A et de B

A=+ *I.’IIZI*I11IZIIIIIIIIZIIZIIZIIZIIIIIIIIIIIZIIZIIZIIIIIIIIIIIZIIZI|'IZIIZI*25 = 55.0 A inchanopé dans l'alignerment)
B= +IZI.IIIIII1IZI11IZIIZIIZIIZIIZIIZIIZIIIIIIIIZIIZIIZIIIIIIIIIIIZIIZI|'IZIIZI*25 = 5.5 i B décale do 3 posiions & drolte)

2 - Aciciition des mantisses alignées
S=+01111001 DDDDDDDDDDDDDDDDD{DD =25 = 605
2 - Renormalisation de la mantisse de &
5= + 1111001 DDDDDDDDDDDDDDDDD{DD +2% = 605
4 - Arrandi de la mantizse de &

S= +111100100000000000000000 =22 60.5
a0 3 I 0

= [0] [f[ooo07100] [11100700000000000000000
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Additionneur/ Un additionneur flottant est formé des blocs ci-dessous:

soustracteur Blocl: sort plus grand exposant (8 bits), sort la distance des exposants (5 bits), sort le
bit implicite du plus petit opérande et le bit implicite du plus grand opérande.
Bloc 2: sort a gauche la mantisse du plus petit opérande (23 hits), sort a droite la
mantisse du plus grand opérande (23 bits).
Décaleur 1: décale vers la droite la mantisse du plus petit, goute un bit de garde et
un bit collant; total 26 bits.
Complémenteur: fait sur commande le complément logique en vue dune
soustraction.
Additionneur 1: additionne les deux entrées et la retenue, sort un résultat arrondi et
une retenue.
Compteur de zéros en téte: la sortie ZLC compte nombre de 'O en poids forts si le
résultat n'est pas normalisé et vaut '1' autrement.
Décaleur 2: décale verslagauche ( ZLC —1). Le hit sortant poids fort est perdu ('1'
implicite).
Additionneur 2: soustrait du plus grand exposant (ZLC —1).

313 30 23 30 23 &2 o 2z 1}
[o] o] [foooiooo] [foooocod] [10111000000000000000000] [01100000000000000000000]

I Ty e e e Y RO N YYD

réaligherment de B A= B: échange des mantisses
A estnormalisé
B est normalisé

plus petit plus grand

L]
==\\ décalage de ¥ positions
%, "hitcellant' =0

T

1]

F—

¥ L] Ty

|_J plus petit V plus grand
i t? addition ; 828032128 = 360448 + 5TET1E80 + 0

1 hits "0" en poids forts

. . " décalage de (1-1) pnsitinn7
P
| ; —
*** Y ZLC ?

\ 13521‘5{5-{1 -1 / implicite ———
'1‘4‘**‘*‘"4‘1r4‘1r4‘1r*1r4‘1r4‘1r¢1r**4‘
10111

010110000000000000

o] |

Additionneur de Pour l'addition en virgule flottante, il faut effectuer des additions d'entiers, des
réelsrapide decalages paramétrables (a droite pour l'aignement, a gauche pour la renor-
malisation) et un comptage des zéros en poids forts.
Nous savons effectuer I'addition en temps logy(n). Le décalage paramétrable est
également en temps logy(n).
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Compteur de Un arbre binaire décompte le nombre de '0" en poids forts de la chaine de bits S par
7éros en téte dichotomie. Si la taille des sous-chaines est une puissance de 2, alors il n'y a pas
(ZLC) besoin d'additionneur mais seulement de multiplexeurs. En fait seule la taille de la
sous-chaine de gauche doit étre une puissance de 2, la taille de la chaine de droite

doit smplement étre inférieure ou égale a celle de gauche.

LELLL

11 1
2

b

10 11 42 413 14 15 46 47 18 419 20 21 22 23 24 6 27

@

-~ =]
- 5]
=15

o1z
=
Lol

EIJE:

Z

[

1

SoHE
S
noHE

']

Z

T k|
T k|
T k|

iy
— L
o
]
oo
— +

=0
[}
[}
Y

lm‘“l @%%

Cellule de Cette cellule combine le nombre de '0" en poids forts de chacune de deux chaines de
compteur de ongueur 16 pour obtenir le nombre de ‘0" en poids forts de la concateénation des deux

zéros en téte chaines.
.S X<16alorsS=XsnonS=16+Y

. T
vls g v
s [n 2

[=1
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Prédiction de A partir des mantisses A et B on peut construire une chaine de bits P ayant (& 1 pres)
zéros en téte e méme nombre de zéros en téte que le résultat de la différence D = A — B sans
effectuer la soustraction . En entrée d'un ZLC, cette chaine prédit le nombre de
décalage. Si le résultat du décalage a encore un zéro en téte, il faut décaler ce résultat
de une position. Dans le cas contraire, ce résultat est normalisé.
La prédiction est exploitable si A est normalisé et B inférieur ou égal a A, ce qui est
le cas dans une soustraction de mantisses. Alors les zéros en téte viennent de la
séquence de retenue 'P* 'G' 'K™ , formée d'un certain nombre (éventuellement nul)
de 'P suivi de un seul 'G' puis d'un certain nombre de 'K' . Le prédicteur sort un ‘0’
pour toute paire dans cette sequence: 'P' ‘P ; ‘P 'G'; 'G 'K' et 'K' 'K et sort un 1" pour
toute paire hors de la séquence. Ce prédicteur ne tient pas compte de la propagation
de retenue, d'ou une possibilité de bits faussement prédits. Cependant seul le dernier
bit dans la séquence 'P* 'G' 'K™ peut étre faussement prédit.

B 4456514 A 14719233 F |262727 D IEEEHEI

oljo] folio] (olie] jeliof (oile] joljol ijo] jeljof ifi]

{11 oliol oljo] jolft] fiicl olio] jelft] tliel leljof oilel joliol iie] (1ol o]

F Y Y Y Y Yr Y Y Y Y Y Y Y Y Y YYTYTTYTTYTYTYY

HEEE RN e EEEEEEEEEnEmIn Addition 4 retenue anticipée (retenue entrante = 17 =

R SRS SRR RS

gooo0oo01T000O0O0O0OCODO0ODTODOCTOOODTT0O0O00O01T00O00O0O0O0D01T0OD00T 111
ZLC prédit: 4 ZLC exact: 4

Ajustement de Ce circuit rend 'Y' s la prédiction du nombre de zéros en téte est fausse, donc trop
zéros en téte Petite de 1. La prédiction est fausse s la séquence de retenues commence par
IPI* |G| lKl* |Pl* 'K|.

2 1 1 3 T 3 1 I T

m m

Qe LI M LGNy U
K PG ZIZ QMY U

I e K[Z 7 U QE LUy uud
FlM 7 @ R R R

[ e GlF 7 U N
UL u g

L Prédiction exacte

Z indigue une chaine 'K™ 'P*

Q indique une chaine 'P* 'G' 'K™ 'P* (contenant un seul 'G')

N indique une chaine commencant par 'P* 'K’

Y indique une chaine commencant par 'P* 'G' '’K™ 'P* 'K, c'est adire Q suivi de N.
U margue toute autre chaine.
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Cellulede Lacellule de prédiction des'0' génére un '1' alafin delachaine 'P* 'G' 'K™* et des'0’ a
prédiction I'intérieur de celle-ci.

2] ed
Wipaz [a table IE @
|EI&d = yEels
EE |0 +
E F 1
E @ 1 v
FE - *
F F |0
P 1]
P 2 Fred
o F 1
[ELS 1

5 alider
Valeur absolue On a besoin de la valeur absolue de la différence des exposants pour commander le
dela différence décaeur 1. En cas de soustraction en virgule flottante on calcule également la valeur
absolue de la différences des mantisses. Avec quatre légéres modifications
['additionneur de Sklanski rend S=0A —B 0, valeur absolue de la différence.
* insérer desinverseurs pour complémenter B (ou bien A)
* modifier la cellule "BK" calculant ¢, pour éliminer la valeur ‘P au profit de
'G' pour le signal "rebouclage”
* insérer uneligne de cellules "BK" avec "rebouclage” en entrée droite
» modifier ces derniéres cellules pour complémenter logiquement le résultat

A + B ou bien Iui gjouter 1 en fonction du signal "rebouclage”.
Délai: 4, activité : 5

At
i)

i

<= =

jat]

<H&l.F

B by 5 by

BEEA R R
% | ul
u)
uj
.

h

=] -
<HE.F

tn
— L

nj
[

rebiouclange . .
C L[ I " L C L cl:‘j( un c['t-r/ " clfj( L I:Ej(
g n' ‘ i1 4 3 ' z 1
& Sa = &, &y g g %
A ISIII B |15IZI 5 |1 oo Mh.cellules"BE (18 Nh. bits |2 %

sA+B>2"alorsS=A+B+1snonS=A +B
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Fonctions & émentaires \

Fonctions On rédise les fonctions Exponentielle, Logarithme, Sinus, Cosinus et Arc
démentaires tangente avec des additions/soustractions et des décalages fixes. Le décalage fixe
est de colt et délai nul si I'opérateur est cablé. Les additions/soustractions sont

sans propagation de retenue, donc adélai constant.

| | colt | déai max ‘
adiditi on/soustraction/décal age 2 n \
lecture en table (ROM) nx 2N log,(n) ‘

Une lecture en table (ROM) serait plus rapide, mais la taille de la table, donc le
co(tt, croit exponentiellement avec le nombre de bits de précision requis. Toutefois
le partitionement de latable en réduit lataille.

Dela peséedu On veut calculer exp ('Y ). On dispose d'une balance, d'un pain dont le poids est
pain & justement Y et enfin d'une série de poids de valeur log(1 +2"). La pesée nous
'exponentielle donne le résultat cherché sous forme de multiplications de rationnels (2' + 1) / 2'.
Chague multiplication se réduit en fait a une addition et un décalage. _
Un poids sur le plateau de droite (celui du pain) change sa valeur en -log(1-2"),
celafacilite le calcul de l'exponentielle

=

[f] [0-54e4a5690873 Mb. poids |9_% e |n.55

1 M AN IS T
00257 I256)

& [11[01 {1 ol ol A 1 o

exp(0.5484856908738298) = 1.7306303232908258= - < — —

Division sans On remplace la balance par un diviseur "SRT" dont voici le "diagramme de

propagation pour Robertson”.
I'exponentielle
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=i=1; log-=-1.3862544 ; log+ = +0.8109302

Diviseur "SRT" LedividendeY (en haut) est dans l'intervalle] -1, +1 [ Les constantes log(1 + 2 )
pour et -log(1—-2") entrant dans les cellules "tail" sont cablées. Il y a donc 4 variantes

I'exponentielle delacellule "tall" fonction des valeurs de 2 hits.

!-f1 3’2 Y ‘f4 ¥ '5"!3 Y7 ‘fs ¥y 3’10 Y1 ‘:‘12 ¥z ‘;’14 Y15

head tall
CI hiead tall tall tall tall tall tall tall tall tall tall tall tall tall
1 I /_’ I
DI head tall tall ta|| tall tall tall ta|| tall tall tall ta|| tall
2 I i I
head tall tall tall tall tall tall tall tall tall tall tall
E:I3
head tall tall tall tall tall tall tall tall tall tall
Q4
hiead tall tall tall tall tall tall tall tall tall
EH
DI head tall tall ta|| tall tall tall ta|| tall
G I i I

v

‘ 8 g v [o7 @ 10017771 R [0.0033416748 VHOL]

Opération d'une chague gj est choisi par une cellule "head" en fonction de RJ , somme pondérée
tranchede ges? chlffr&s poidsfortsry et ro de I'écriture de R.

diviseur SEOTN * S RJ >0 alors{ q="1;%= R, 2; R,+1= R; +log(1—27)} // soustraction
I'exponentielle  * S RJ Oou RJ -l alors{ ¢ ="0";%= R, ;R =R +0} //identité

ed RJ <-laors{qg="1;%= R,+2 Ri+1 =R +log(1+27)} //addition
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#1 =1 | =1 #1 .
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Suitede La suite de multiplications conditionnelles par 1, par (1+2') ou par (1-2")

multiplications Nécessite une seule propagation de retenue finale grace a des additionneurs en "CS"

d'exponentielle

et des décalages cablés. Les additions en "CS" sont tronquées a 2 n chiffres, dont 2
avant lavirgule. Le troisiéme chiffre poids fort ( tout a gauche) est le signe. Bien que
les résultats partiels soient tous positifs ou nuls, exécuter des soustractions en "CS"
entraine un signe qui doit étre étendu lors du décalage. Le résultat final (en bas) doit
étre traduit de "CS" en binaire par une addition (avec propagation). La fenétre du bas
permet de comparer le produit "vraie" des multiplications (sans troncature) au produit

avec troncature.
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=
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2815 31 B3 129

: fal
M. tJ'TS|B = 20272430777848744 = o 92 == 77 75g + 202728271484375 ‘

Exemple Lestableaux ci-dessous montrent les restes partiels du diviseur "SRT" ("BS") puis|les
numérique Produits partiels ("CS") pour le calcul d'exponentielle. La fenétre du bas permet de
comparer la valeur "vraie" de I'exponentielle au produit de multiplications tronquées
par (1+2')oupar (1-2").
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Extension du Le circuit précédent fonctionne pour Y dans] -1, +1 [ . Pour I'exponentielle d'un
domaine nombre Y quelconque, on écrit Y = Q<log(8) + R, ou Q est le quotient entier de la
division de Y par log(8) et R < log(8) < 1. Alors exp(Y) = 8% * exp(R) = 2°Q *

exp(R). Comme exp(R) < 1, il est calculable par le circuit précédent.

L ogarithme et n P f .
exponentielle | X= J.I;I1 (1+ 27) — log(X)= jgl pj log(1+ 27)

m-1 ) tr-1

2z %27 z v 2+

1= 1

fl TE‘ .?i Tﬁf
exponentielle n

fn . : )
II (1+ Z'J}p] 5S> X pj log(l+ 27)

1=1 loganithme  j=1

Opérateur de calcul de Logarithme ou d'Exponentielle (C'est le méme) avec des
additions/soustraction (c'est la méme opération), des décalages et des constantes. Les

constantes sont log(1+2") et -log(1—2") et les chiffres O{ T , '0', '1' }. Cette
liberté dans le choix des chiffres, qui fera défaut pour Sinus et Cosinus, permet
éventuellement de calculer plus vite avec des additions/soustractions sans propagation

[ Logarithrme = | Exponentielle (‘r’j| Mise 4 zéro | Mh. kits :|1 2 %]

Xp =|D.8525T1 Yy =0
X —1 Y — log (Xy)

110110100100 @
@‘=D.11D1 10100100(=0000000000000
+ —_—
E‘”=D.11EI1 10100100f=0000000000000
+ —_—
Iﬁl=ﬂ.11ﬂ1 10100100f=0000000000000
+ —_—
3_-0110110100100|=0000000000000
+IZI.IZIIIIIII1 10110101 (-0000111100010
@=D.1111D1EI11III“IIII=IZI.IZIEIEI‘I111EIIJEI1EI
+ —_—
5-0111101011010/=0000111100010
+IZI.IZIIIIEIIIIIZI1111EI11 —Qoooo01111110
@5=D.111111D1D1D1 =0001001100000
+ —_—
T-0111111010101|=0001001100000
+IZI.IIIIIIEIIIIIZIEI1 Qoooo—nooooo0100000
@3=D.11111111D1D1 =0001010000000
+ —_—
8-0111111110101|=0001010000000
+EI.IZIIIIIIIIIIIZIIZIEIIZI1 QooQ-000oo0oo0001000
0_n111111111101|=0001010001000
+ —_—
1_p111111111101|=0001010001000
+IZI.IZIIIIEIIIIIZIEIIZIIZIIIIEI1EI —Qoooooooooot10
Ingl}{njtrnuvé 00101000101 0000 =-0.15869140625

=0
logiy,  exacte=0001010001100110= -0.15938150342898558
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Delapeséedu On veut calculer sin (A ) et/ou cos (A ). On dispose d'une balance, d'un pain dont le
pain au sinus et poids est justement A et enfin d'une série de poids de valeur ArcTangente( 2" ). Les
au cosinus Poids ne peuvent étre que sur I'un ou I'autre des deux plateaux.

. arctg{1r2)
arctallr/d I

llllllll|n BYER27118955 Mb. poids |8 % A |nr
5in(0.69882715) ) _ ( n.a433202)=( 1 -20)( 1 2-1)( 1 -2-2)( 1 -2-3) 1 -2-4)( 1 2-5)( 1 2-5)( 1 2-?)(k)
294 40028 128 1027 100

cos{0.63882715)) | 0.7655972 20 4 G2t 22 e 2
Calcul de Sinus Soit un vecteur V; d'extrémité (Xi, Y; ). Une "pseudoRotation" de V; d'un angle arctg
et Cosinus (2") donne Vs : Xis1 = Xi—Yi* 2" et Yisg = Y + X; * 2", En décomposant un angle
A en une somme pondérée d'arctg (2" ), une stite de "pseudoRotations’ calcule les
coordonnées du vecteur d'angle A qui sont les valeurs sin(A) et cos(A) cherchées. Pour
chague "pseudoRotations’ on n'a effectué une addition et une soustraction.

A F)
- "b‘ﬂ .".1,—:_"  @jw arcig (27 a ef-141}
/ -
_I.'" £ T | sin A ]—[ (] 1 -ay= .
Iy F, . L cosh 1= 1.‘_1,,__: 1 D)
o
/ ™,
J ! .1 R
Il
' 4,
] r LY
i _.'r m'-\.
.'I .-'r .‘"\.
.III -..
f _." ra 4
rod I
| I.l' 4 '."
| g o l
i ¢ |
L L
I |
.'l.l'r"' A
I |
o I
.l} 1 | i o
==
k

La constante k Chague "pseudoRotation” de arctg(2' ) entraine un allongement du vecteur de+/1+27,
car ce n'est nas exactement 1ine rotation mais tin dénlacement de I'extrémité dil vectatr
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sur un vecteur perpendiculaire. Pour compenser par avance le produit des allongements
d'une suite de "pseudoRotations’, le vecteur de départ est ( Xo =k, Yo=0) . Pour n
assez grand, k vaut environ 0,60725. Pour que k soit une constante, I'écriture dans la

base arctg(2" ) utilise des chiffres O{ ‘1", '1'} .

1
I = :
%[120 e

DecodrlnpOSItIOIn Quel est le domaine des angles A = Ziio a * arctg (2) et quelle précision espérer de
un angl® cqite écriture 2 L'angle A est la valeur cherchée et I'angle T la valeur atteinte par la
suite de "microRotations'. Cliquer dans la figure pour changer A. Les valeurs sont

affichées en radian. La touche "Mise a zéro" laisse faire 'ala main' la conversion de A
dans la base arctg (27).

Arctg (I

[
—— b "
---_'“'-“'--h |'.1"' iz |18 &
o Jlfuimulv.'m 0BE2ET 2
J "'a-':'_;-:‘: 'J. U
j = & angle T= 0ES2ET1
[l A b i
J i B
y | - —_— E o
[ S/ _.-"H- Mise 3 el.r.-l
/ N
f Iy :
! S A '\
h i - .-.._.-" -\.
F ",
g i .-'-. .-"'f i
I / A L
/! Fa k
f .-'.. e '
I} / r .--"""I Y
y L]
| / o \
!
S _.-""-. lI|
y .-"'I -""; I'.
I
[ I||
(s
L
0

ag =Ml &, =l 5, =Hl 5, =B 5, =B 5, =[] 5, =[] 5, =Hll 5 =} 5, -
3ID'E] 4||_E ‘5-:-9] 3|3_E 'a“_n] 3":"“] ?ll"m él?-ﬂ] AIE-E
" Diagramme de Le "diagramme de Robertson” montre que I'itération de conversion de I'angle dans la
Robertson" basearctg(2”) peut étre choisie comme suit:

pour sinuset s R>0alors{ S=R—arctg(2');a="1";} sinon{ S=R+arctg2');a="T'; }.
cosinus A

rd

niouwvelle waleur 3
 J

-2 -1 o + +3
= ancientie valeur R

=i=0—= 2i=arcty{ 271= 07853982
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Diviseur " sans L'angle A (en haut du diviseur) est dans l'intervalle [ -1,743.. +1,743...]. Les bits
restauration” constants entrant dans les cellules "AS" sont céblés. Les opérations sont choisies par
pour sinus et le signe des restes partiels R précédent et par yo pour la premiere opération .

cosinus
Y vy Vi ¥y Yy Ys Vi Y3 Ya Yy Yoo Y9 Yz Yz V4
W‘ﬂ%“ !ﬂ !ﬂ !#U Eﬂ Eﬂ Eﬂ” Eﬂ % Eﬂ” Eﬂ” Eﬂ Eﬂ Eﬂ Eﬂ
I: AS ASla ] AS AS AS ASla]AS AS AS AS AS AS AS AS AS
dp .- 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0

.= ' 25l a5l a5l asled a5le] Asl ] asle] a5l ] A5 ] A5
dg i 1 1 1 1 1 1 1 1
l' A5l asld aslad asla] sl asled Asl] AS ] A5
3p 0 | 1 1 1 | 1 1
a." 25l Aasle] Asl] a5l A5l ] AS]] A5l 25
7
Délai max. : 92 E Fe E Fg Fy 811 E 19 iz El M2 E] Fi4

0.875 = arctoi2 ™ + arctoe2 - arcto(2 D - arctod2 ) - arctar2 H + arcto2 ) + arcto2 % + arctarz ) + 6.713867TE-4

Mb, bits |E‘_E v [0875 A |111H111 R |6.713867E-4 VHDL|
i OOO00O000O0a000 ] [ 1111 (00 I_II;IEIE'I:I‘:II_II_I
T I O 1l — — _ﬁ = -
H e
ML HN _rLij{f}['_‘}

i
A ' amE

4 |

A L H K
as T L] . T
I L . & ’ﬁiﬂ"nﬁ’ * %}

—— | T ? _.E:E-

#y . L] . ¥ J J L] ¥ l L] L
Ep g By Ky Ky By Mg Mg Eg Ny Mg Mg Mgy 8ppEaXaes Ya¥a ¥ ¥ ¥ ¥e Ya ¥s Yo ¥r Ye Ta Yo¥n¥oaYo¥uaYe

) PR R B S | O TEREE LU TR e U A (O O S A Il T T R O SR T I R B
Hb. bits f -
F" oos L B7E3652) :I'luadmu:ﬁs ] |:1f' 1]|,.?-' 1:”,1--' 1 I{r-? A4t et 1o
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Opérateur de Si les "PseudoRotations” utilisent des additions/soustractions sans retenue (ici en
" PseudoRotation” "CS') aorsle délai est linéaire avec le nombre d'étages. Le premier etage n'effectue
pas vraiment une addition, puisque Xo =k, Yo =0.
sa="1aors{ Xi=k;Yi=-k}snon{ X;=k;Y;=k}.
Pour les étages suivants _ _
sg="1alors{ Xj+:1= Xi—=Yj* 2’ Y= Yi+Xj*x 2 }

pour sinus et
cosinus

Sia= 7 alors{ Xisr = Xj+Y* 2_i ; YH..]_ =Yi—Xj* 2_i }
Pour simplifier e dessin, lanappe X * 2" nefigure pas.

n H N
Diagramme de op, yjjise une approximation R du reste R pour déterminer la rotation:

Robertson” A A e B
pour CORDIC & 3 R>0alors a="1;s R=0alors a="0;s R<0Oalors g ="1";
On constate sur le diagramme que I'approximation peut étre grossiére.

"double

rotation" +1
[}
E
B n g
=
=

-2 1 0 +1 +2

= _ ancierme valeur B
Fli=1— 2'=arctgl 2"y = 09272952

Yoo My ¥y My Mg Mg Mg Wy Vg Mg Wy Wy Wiz Vi3 Vg
e L R B B R R

|a::‘ head tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail
1}
@L_I: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
z hiead tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail
1
EI._I.‘ 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 I I 1 1 1 1 1 1 I I 1 1 1 1
z head tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail
2

@ 1 1 1 1 1 1 1 1 I I 1 1 1 1 1 1 I I 1 1 1 1
z head tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail
3 IZ Ii I/;I/;I/;I/;I/;I/;I/;I/;I/;I/
@ 1 1 1 1 1 1 I I 1 1 1 1 1 1 I I 1 1 1 1
head tail tail tail tail tail tail tail tail tail
dq
ﬁ 1 1 1 1 T T 1 1 1 1 1 1 T T 1 1 1 1
z hiead tail tail tail tail tail tail tail tail
E] IZ Ii I/;I/;I/;I/;I/;I/;I/;I/
@Ii 1 [ [ 1 1 [ [ 1 1

1 1 1 1 1 1 1
head tail tail tail tail tail tail tail

Eﬁ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
head tail tail tail tail tail tail
a7 r'
Délai max. : 8 I Fg i Fy i Mo i i i Fiz i Mz i Fi4 i BT

0.875 = + arctg(2 ™) + arcty(2 D - arctyi2 @) - arctgez~h + arctg(2 5 + 8.544922E-4

: = —
Mh. bits |2 = Y ID.B?E A 10177100 R |8.544922E-4 ‘-a"HDLl ‘

CORDIC a Ce diviseur a les mémes cellules "head" et "tail” que le diviseur "SRT". Pour
"double Saccommoder du ‘0", I'angle A est préalablement divise par 2 et les "pseudoRotation”

rotation" sont doublées. Grace a celal'allongement reste le méme ( 2++/1+ 4") quelque soit a.
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« sa="T alors{ rotation de (arctg(2")) puisrotation de (arctg(2")) } ;
« sia='0 alors{ rotation de (arctg(2" )) puis rotation de (-arctg(2")) } ;
« sig="1 alors{ rotation de (-arctg(2" )) puisrotation de (-arctg(2" )) } ;

CORDIC a La "double rotation" est colteuse: elle double le matériel de la rotation et
"double probablement le délai. La "double division" est plus astucieuse. Elle utilise deux

division"

diviseurs fonctionnant simultanément avec des cellules "head" |égerement modifiées.
"head" de diviseurl "head" de diviseur2

A AN A AA

s R>0 alors{ S=R-2;="1";} s R>0 alors{S=R-2;a="1;}

s R<0 alors{gzﬁ/-tl;afi';} s R<0 alors{ §=I/?\{+1;a:T;}

Il est clair que lorsque R= 0, le diviseurl parieque R < 0 et diviseur2 que R= 0. L'un
des deux au plus se trompe et en conséquence peut déborder, avant ou en méme

temps que |'apparition du R = 0 suivant. Au débordement on saura que le seul résultat
correct est celui de l'autre diviseur.Seul le diviseurl est affiché par I'applet ci-dessous.

¥p ¥y ¥ ¥ g Vg ¥g Y7 ¥g ¥y Yoo Y11 Va2 Vi Vg
oo 1 1 1
Rt Vg Yoy Vg o Yo Vg Vo Vo g Vg Vo o g

hiead tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail

EB head tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail

tail tail

tail tail tail

tail

tail tail tail

EH]
[HE],
I = head tail tail tail tail tail tail tail tail tail tail
3
|E||a]: hiead tail tail tail tail tail tail tail tail tail
4
head tail tail tail tail tail tail tail tail

a5
K]|1
D head tail tail tail tail tail tail tail
9
1k
|E|D— head tail tail tail tail tail tail
a7

"
rs rg rm r” r12 r13 r14 r15

Délai max. : 8

0.875 = arcto(2 ™ + arctogi2 " - arctarz 3 - arcta2 ) - arctoezh + arctar2 5 o+ arctag2 ® + arcto(2 1 + T.6293945E-4

. =] -
Mh. hits |8 = Y ID.E?E A |11111111 R IT.5293945E-4 "\-"HDLl

Les "heads" des 2 diviseur détectent chacune le débordement pour afficher ensemble
un indicateur &3 valeurs:

'K" le chiffre de diviseurl est correct (divisieur2 déborde), ‘G’ le chiffre de diviseur2
est correct (diviseurl déborde), 'P propager l'indicateur suivant (pas de
débordement). Chague fois qu'un diviseur déborde, il importe le reste partiel R de
l'autre diviseur. L'indication "Overflow" sur une cellule "head" signale un
débordement fatal de diviseurl et de diviseur2 simultanément.

La propagation est semblable ala propagation de retenue de I'addition.
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"1 alors X = 3G — ¥y 2t

sici=1"alors 3, = X+ T2

"'alors Ty = T+ 3+ 20

SiI:i

SiI:i

Y, =X, * 2

sic;=1"alors ¥y

tation. Latouche "Mise a zéro" permet le

ésen

cliguant fléche verticale [t] on change la pr

Sinus, Cosinus Le "Nombre de bits' fixe a la fois la précision des calculs et le nombre de pas. En
contréle 'alamain’ de la convergence.

et Arc Tangente

arctgr) | Mise dzéra | mb. bits 12 E]

Sin(a) Cos(a) |

[

=1

Hy= k (cahle)
}{i—l- CDS(ADJ

= [0.852671
— D

Ag
A

¥ —= SingA )

[y |gmy_y | pu—— Y
O || O —— || oo
O—|——|o—|—9
oo o—|oo| -2
S || e || || = —
O—|—O|o— oo
oo o—|oo|—2
S| || oo
O || T || O || ——
oo|loo|—o|oo
oo|lo—|—2|—=
S| —a||—a| -2
oo|od||od||go

- [—a—a——]=2=

—|—a|l—a|l—a|oo

—|l—O|l——|o—|o—

o oo|lao—|—o|ao—

—|—O—— | —a oo

- oo |o—|o—

o oo|la—|—o|loo

T —— | ——

—_|—a|—a|o—|o—

o oo|loo|la—|oo

o |oo|lao—|—o|oo

- |—a|l—a|loa|—o

o|loc|od|ad||gaog
nl nl nl nl

= e =

olloco|lo—| "= | "o

—|—o|—o| o~ —

alloco|lao—|2—|——

Slflo—|—o|To||2—

——o||o— | —| "=

o|loo|lao—|=—|——

e | | e e |

— —o||—— || 2= = —

Olloo|o—| " —|To

[ e e (B =1 =t =]

———[2e| 2o |2=

o cd|gos _H_.U =]

— L+ n+ | + __+

0101010000111 000=0.657958984375
0101010000111000 =0.6579741240708531

0110000001101 000=0753173828125
0110000001100011 =0.7530405381207532

==~ zl =l

=1 v CEE ?l sl =l n.l l

=42

Cus(ﬂxn) trouwe

CosiA ) exacte
SinfA ) trouwe

=,

Sin{A ) exacte
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Table Bipartite

XE [0,%[ On peut précalculer puis stocker les valeurs d'une fonction en table, cependant la

ce [0 taille de cette table croit tres vite avec la précision requise, ce qui limite en pratique
4 cette approche. Pour des fonctions continues avec une faible variation de pente (cas

xe [0, 10  de nombreuses fonctions), on peut ne stocker que la position de segments dans une

ze[1,2] premieretable"TIV", et le ou les segment(s) dans une autre table "TO".

zellz2l L'applet ci-dessous rempli les tables pour les fonctions et les intervalles listés a

xe[1.40  gauche et permet d'observer graphiquement le résultat.

ze[1,4] Pour gjouter des fonctions il faudrait modifier le source Java.

Lavaleur destables est imprimable en VHDL.

e

ze[1,8]

Do0000

Tracer les valeurs

Th 16 mots, TO 16 mots L )
|7 fonction & approximer

T 8 bits, TO : & hits _ .
[¥ fonction segmentée

Codt: 208 hits _ NP
[¥ fonction discrétisée

T =13 TOM =-4

00000100
fl;}i]:TIV(}{ﬁ}{4}{3x2j +T0 (}{5}{4}{1 }{D}
[] [] [] [] . T [a]
wifs = wols = Tw[+ = Tof+ 5 vHDL| sin(s)  x e [D’E[ .
Dol A (i, 1oug he CTRL poir ressii 4 2 Mis =
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Opérateurs Modulaire

Représentation Soit un ensemble { my, mp, Mg, ... My} de n constantes entieres premieres entre elles
modulaire appelées moduli et soit M le produit de ces constantes, M = mgx mp* mz* ... * My,
Soit A une variable entiére inférieure aM.
A peut sécrire (a0a0as0....0 8, )rns OU & = A modulo m; (résidu).
Cette définition dit comment calculer les g apartir de A.
Il est également possible de calculer A a partir des g en utilisant une autre série de
constantes { imy, imy, img, ... imy} précalculées appelées inverses modulo M des
premieres. A =Oa * imp+a* imp+a* img+ ..... & * IMp Omodulom
Cecalcul est démontré par e "théoreme du reste chinois'.
Vérifiez que vous vous maitrisez cette représentation en en convertissant A de
"décima aRNS' ou de"RNS adécimal".
Convertir & de décimal 3 RMS (entrer tous les résidus ai puis "vwalider")

Moduli  m, |3 my [4 m, |5 my |7 mg |11
A oay 2 | 2 | 2| % |
Inverses im1 im2 il"ﬂ3 im4 il"ﬂ5
1540 3465 3696 2640 2520

a [0 M [4620 décimaléRNSl M. moduli [ g @ w
Walider

Addition L'addition modulaire utilise n petits additionneurs calculant simultanément toutes les
modulaire SOMMeSs = 0& + bi moduo m; -

Moduli  m |3 m, |5 m, |7 m, |8 my 11 mg |13
|
A a0 a, |0 a, |0 a, |0 ag |0 a, |0
L L L L L L
B b0 b, |2 b, |5 b, |6 by |2 by |1
SV T SR ¥ N ¥ S 1Y SO YP N 7
SERERS + + + + + +
L ¥ y y y y
§=A+B s, [0 5, |2 5, |8 5, |8 55 |2 5 |1

S0 00000y gy, *(O[2Z]5]8]2[1 )5 =C02[5[B[2]1 ).
5= 0+80080+ 2+ 06096 + 5+ 85800 + G+ 105105 + 2« TG440 + 1« 36960 | =222

[=]

A |n B |222 = |222 M. moduli [6 2

Soustraction La soustraction modulaire utilise n petits soustracteurs calculant simultanément
modulaire touteslesdifférencesdi = 0a + m; - bi O moduo my, -
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Moduli  m, |3 m, |5 my [7 m, |8 mg |11 mg |13

| | | | |

A oa a, |0 a, |4 a, |6 ag |0 ag |4
L L L L L

B b0 b, |2 b, |5 b, |6 by |2 by |1

S 7 N TY SN 1Y S ¥ P SN 71

subtractars _ _ _ _ _ _

L L L L L L
D=A-B d, |1 d, |3 d, |6 d, [0 dy (4 dg |3

D=(11014161014) 5, ~(01215(81211),,=(11318]0]8]3)
C'=|1+80080+3+~96096 + 6+B85800 + 0+105105 + 8+ 75440 + 3 » 36060 |

RHS

120120 = 328

=]

A |55|J B |222 O |328 M. moduli 62

Multiplication Lamultiplication modulaire utilise n petits multiplieurs calculant simultanément tous
modulaire !esproduitspi=0a * b O maguo m -

Moduli - m, |3 m, |5 my |7 m, |8 mg |11 mg |13
A oAy 2 a, |0 a, |3 a, |4 ag |5 ag |6
| | | | | |
B byt b, |2 b, |6 by |2 by [4 by |7
momar  bdb | bbb Wbyl
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
FP=A"B p1|2 pzl':' F'sl4 p4|EI pﬁlg pﬁ|3
P=(2]0|3]4]5]8) ., *(11218]2]4]7),,=(210]4]0]9]3 ),
P=|2+80080+ 096096 + 4 » B5800 + 0+ 105105 + 8+ 7440 + 3+ 36960 | = 101000
A 500 B [z0z P [101000 Nb. maduli [

Conversion en Laconversion d'une variable A binaire en RNS consiste a trouver les § = A modulo
RNS M qui sont les restes de la division de A par m;. Tous ces calculs peuvent se faire

simultanément, cependant utiliser des diviseurs n'est pas la meilleure méthode.
+ lereste modulo 2" est immédiat,
+ lereste modulo 2" — 1 ne demande que des additions,
+ lereste modulo 2" + 1 demande des additions et soustractions.
autrement on se raméne a celui des deux deniers qui a le n le plus petit. Des arbres
d'additionneurs (arbres de Wallace) réduisent A ala somme de 2 entiers de n bits sans
changer le reste modulo m;.
Les conventions graphiques sont celles de la reduction des produits partiels.

Opérateurs Arithmétiques Page 53



21029 28 2? 26 25 24 23 22 21 2[!
12 |12 [12 |13 [13 [13 [13 [13 [13 [13 [13
FA|FA|FA|FAIFA|FAFAFAFA|FAFA
FA|FA|FA|FAIFA|FAFAFAFA|FAFA
FA|FA|FA|FAIFA|FAFAFAFA|FAFA
FA|FA|FA|FA|FA|FAIFAFAIFA|FAFA
2|88 /9/9(9/8|9)9|9|9 | Rebouclage de 4 hits
HAHAHAFA|FA|FAFAFAFA|FAFA
FA|FA|FA|FAIFA|FAFAFAFA|FAFA
FA|FA|FA|FAIFA|FAFAFAFA|FAFA
66 |6|6|6|6|6 66|66 |Rebouclage de 3 bits
FA|FA|FA|FAIFA|FAFAFAFA|FAFA
FA|FAIFAFAIFA|FAFAFAFA|FAFA
404 /4(4/4/4/4/4/4/4]4 |Rebouclage de 2 bits
FA|FAIFAFAIFA|FAFAFAIFA|FAFA
313/3[3/3]3/3[3/3|3|3 |Rebouclage de 1 hit
FA|FAIFAFAIFA|FAIFAFAIFA|FAFA
2202212212212 12|2 | Rebouclage de 1 hit
Réduction modulo 211~ 1= 2047 { car 2047 =23+ 89),

L'arbre deWallace réduit de 140 a 22 hits en préservant la valeur modulo 23 .

mi 23 = Nb.bits[140 S VHOL|

Réducteur L'applet ci-dessous réduit 64 bits en 6 bits en en conservant la valeur modulo 63
modulo 2" —1 (63=2°-1) . En sortie zéro adeux notations: "000 000" ou encore "111 111"

AP z*?

00

o FAFAFA FAFAFA

; EAEAFEAFAFAFA
I

o ._'\-H_
1 S5 FAFAIFAFAFAFA

m m ;:.-"’ [FAFAFAFAFAFA

A4 5l5]66l6.8
e e e e HAHAFAFAFAFA
— AFAlFAFAFAFAFA

4alalelels

Fa ] [F] FAFAFAFAFAFA

- —] e FA FAFAFAFAFA
1

o - - - - - -
rarFirirariri

m /IEE'F,FEE':F'!'F:‘

Opérateurs Arithmétiques Page 54



Additionneur
modulo 2" -1

L'additionneur "a rebouclage de retenue" ci-dessus offre deux avantages : il fonc-
tionne correctement et il est simple, et aussi deux inconvénients. il est lent et
difficilement testable, et ce pour lamémeraison : il y apour lavaeur zéro deux états
stables.

Un additionneur rend spontanément une somme modulo 2". Avec une légére
modification I'additionneur de Sklanski rend une somme modulo 2" — 1.
SA+B<2"-lalorsS=A+B;

SA+B=22"-1lalorsS=0A +B + 1 Omoduio2N;

Danslesdeux casonaS=0A + B Omodulo (2 - 1)

La condition est donnée par laretenue c,: Si ¢, = 'K'dorsA +B<2"-1,sic,='P
dorsA+B=2"-1,si¢,='G'aorsA+B>2"-1.

Donc le signal "rebouclage" qui controle " +1" vaut 'K' s ¢, = 'K' et vaut 'G'
autrement.

Délai: 3, activité : &

a, b? A, hﬁ A b5 a, b4 a, b3 a, b2 a tl1 N bn
o o o] o] o o ol ol ol ol
HA HA HA HA HA HA HA HA

% . uy
rehauclage [‘:']" L":r’ ["’j" Ej( tr’ Ej"

£y L c, L T Cg L By £y E; LL E; ¥

S? SE 55 54 53 52 51 SIZI

& [1o0 B [z200 5 [45 Mo cellules'BK*[18 b, bits [3 g @

Réducteur L'applet suivant réduit 64 bits en 7 bits en conservant la valeur modulo 65 (65 = 2+

modulo 2" + 1

1) . Il dérive du réducteur précédent en complémentant logiquement tous les bits de
rang entre 6(2k + 1) et 6(2k + 1) + 5. On ne peut pas reboucler la retenue de
I'additionneur terminal, il faut au contraire I'ajouter au résultat de cet additionneur ce

qui donne un nombre de 7 bits.
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D1 1ofo] ()T ofojo] ofolaiofi o] ool ofofo) (oo alofie) Lol ool oo o)) ool o)) ol (ool Calofofoi ] e Tiol 1 o]

28 4 58 g2 gt ol

10 [10 [1 [0 [11 [0
Fa | [Fa | |Fa Fa | [Fa | [Fa Fa | [Fa | |Fa Fa | [Fa | [Fa Fa | [Fa||Fa FIPAFAIFAIFAIFAIFA
FAFA[FA|FA FA|FA
——— e FAFA|FA|FA FA|FA
=7 —~ 77|88 |58
FAFA[FA[FAFA[FA
Fa Fa Fa P FA[FA FalFA
) 556|666
— i HAHAFA FA Fa[Fa
~ FAFA|FA|FA FA|FA
i H H 444444
HA FA FA[FAFAFAFA
7 BEEEREE
3L i, FAFA|FA|FAFA[FA
222222
Fa Fa Fa Fa ca FAFA|FA|FA FA[FA
FA FA FA FA FA FA
FA FA FA FA FA HA

‘ rebouclage

Diélai: 21, activité : 38

Additionneur
modulo 2" + 1

:

05332860240437219412 mod 65 =51 +1

:

On cherche maintenant un additionneur qui fait :

SA+B<2"+lalorsS=A+B;
SA+B=22"+1alorsS=0A +B —1 Omoduo2n ;

On se raméne a |'additionneur précédent en calculant préalablement sans propagation
de retenue deux nombres X et Y telsque X + Y = A + B + 2" — 1 avec les cellules
HA', dualesde HA.

s X+Y<2™alorsS=0X +Y + 1 0modulo2n;

S X+Y=22"alorsS=0X + Y Umodulo2n |

Donc le signa "rebouclage" qui contréle "+1" est le "nand" de x, et (¢, = 'K"). Le bit
poidsfort s, est le"and" dex, et (c,="P') .

i
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Délai: 4, activité : 8

3 by

G
ol ] dlo [

HA HA HA HA HA HA HA HA

: il

I=
T
I=
T
I=
T
I:- p—
T
I=
T
I=
T
I=

i
“%D-tft

rebouclage Ej"
Ly " c Lk C C 3 Ty L E L, ¥
Sy 57 g S5 g Sy e gy Sy

& 100 B |zun 5 |43 Mb.cellules'BK (19 Nb. bits [2 E @

Conversion de Lanotation "base mixe" ("MRS") est une notation de position avec les poids (1) (my)
"RNS"' en base (Mimy) (Mimomg) (Mymom.....My1) .
mixe" MRS' Dans cette notation X seécrit ( zy0z,0 Z300....0 Zy )urs OU 0 < z < m;. Remarquer que le
domaine des chiffres "MRS" est le méme qu'avec le "RNS" , mais les chiffres eux-
mémes sont différents.
Lavaleur X =z3+ my* (Zo+ mp* (zz+ mz* ( .....))).

i |3 m2|5 mal? m4|8
}{1|1 }{2|3 }{3|2 }{4|4
|i' #| |i' )

L L L
z1|1 22|4 23|3

Z={1]4]3]2)pe=1+3%(4+5=(3+7+2)) = 268

w [z88 Nb. roduli [4 g
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