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Reéaliser des diviseurs combinatoires rapides

Edition Affichage ¢ . ..
Probléme | 3 fonction addition
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Utiliser des additionneurs l
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Généralités / Plan

Algorithmes de Division

Multiplicatives Soustractives (récurrentes)
Goldschmidt A restauration
— Newton-Raphson — Sans restauration
f(Q) ) —— Sans propagation
= Qj+1:_Qj *(Z_A*QJ)

T _fv(Qj) — Avec réduction

La division de deux entier n'est en général pas un entier,
en conseéquence on introduit les rationnels (virgule fixe)

n-1
_ -1 _
A= Z ai2 —dps.ad] dp A3 A4 ....Adp2 Ap-1 _A:A+2—n+1
1=0
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Division récurrente: principes

On veut calculer Q = % -

On va construire une suite Qp, Q1, Q2,... Qn et une suite Rg, Ry, Ro,... Ry
telles que l'invariant A = Qj * D + Rj soit respecte V.
La récurrence est : Qj+1 =Qj + gj+1 * 271

Rj+1 =Rj— qj+1 * D * 2--1
avec comme ¢tat initial: Qo =0

Ro =A

N n .

Quand on s'arréte, ona Qn = Zizo qi * 21

On impose que le choix des qj soit tel que Rj — 0 quand j — oo.

On aura donc une approximation Qn de Q telle que Qn = _AI_)—RD avec Rn petit.

Comme la valeur de Q est bornée par I'implémentation ( | Q | <2),
il fautque -2 « D<A <2 %D (D doit étre suffisamment grand )
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Exemple de division récurrente en décimal

On veut calculer Q =272 :
Calcul des restes Valeurs Calcul des quotients | Valeurs
Ry =22 22 Qp:=0
R;=Ry—-3*D 01,0 Q:=Qp+3 3
R, =R;{-0,1 *D 00,30 Q:=Q;+0,1 3,1
R;:=R,-0,04 *D 00,020 Q3 :=Q,+0,04 3,14
R4 :=R53-0,002 * D |00,0060 Q4 := Q3+ 0,002 3,142
R5 :=R4—0,0008 * D |00,00040 |Qs5:=Q4+ 0,0008 3,1428
R¢ :=R5—0,00005 * D[ 00,000050 |Q¢:=Q5+0,00005 |3,14285

On verifieque 22 -0,3 =21,7 =7=3,1
22 -0,02 =21,98 =7=%3,14
22 - 0,006 =21,994 =7%3,142
22 -0,0004 =21,9996 =7 = 3,1428

22 -0,00005 =21,99995="7 % 3,14285
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Exemple de division récurrente en binaire

On veut calculer Q = %110

L’algorithme de division en base 2 est une transposition de 1’algorithme en base 10.
Calcul des restes Valeurs reste | Calcul des quotients |Valeurs du |Valeurs du
Ry :=10110 10110 Qp:=0 quotient | quotient
R; =Rg—10*D 01000 Qq :=Qpt+10 10 2
Ry =R;—-1%*D 00001 Qy:=0Q;+1 11 3
R; :=R,-0,0 *D 00001,0 Q; =Q,+0,0 11,0 3
R4 =R5-0,00 * D 00001,00 Q4 :=Q5+ 0,00 11,00 3
R5:=R4—0,001 * D |00000,001 Q5:=Q4+ 0,001 11,001 3,125
Rg :=R5—0,0000* D |00000,0010 | Qg := Qs+ 0,0000 11,0010 |[3,125
R7 :=Rg—0,00000 * D [ 00000,00100 | Q7 := Qg+ 0,00000 |[11,00100 |3,125
Rg := R7;—0,000001* D| 00000,000001 | Qg := Q7+ 0,000001 |11,001001 |3,140625

3,142 578125
3,1428 22265
3,142852783
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nouvelle valeur Rj +1

Diagramme de « Robertson »

(diviseur naif ou a restauration)

Invariant: 0 < Rj < 2%Dx*2-]

—

>

Dx2-] 2%D#*2-]
ancienne valeur Rj

si Rj 2 D#2-J alors
Rj+1 =Rj - D*2]
sinon Rj+1 =Ry

Récurrence
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Diviseur naif (a restauration)

ao¢ Ido a4

d ¢

e = si q alors d sinon d®c Dg

f=drgVv cAd \/E/\g

L FA

g

¢ Soustracteur conditionnel
q, % % % ()+ _— si Rj -D*2-1>0 alo.rs
q— T 64 Rj+] :=Rj- D#2]
| ’ sinon Rj+] :=Rj;
doit étre 0 %ﬁ & q e
d, i | AN S 128
doit étre 0 %ﬁ % q L
Ay [ | \ N 256
doit étre 0 % % % q |
: § T
d01t étre 0 reste Rs= A - D # QS
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Exemple de division récurrente sans restauration

Calcul des restes Valeurs du reste (sign¢) Calcul des quotients | Valeurs
Ry :=10110 10110 22 Qp:=0

R; =Ry—10*D 01000 8 Q; =Qp+ 10 10

R, =R;—-1*D 00001 1 Q,=Q;+1 11

R; =R,-0,1 *D 00101,1 -2,5 Q3:=Q,+0,1 11,1

R4 =R5+0,01 *D 00011,01 -0,75 Q4 :=Q3-0,01 11,01
Rs:=R4+ 0,001 * D 00000,001 0,125 Q5 :=Q4-0,001 11,001

R¢ :=Rs5—0,0001 =D |00000,1011 |-0,3125 Qg := Q5+ 0,0001 11,0011
R; :=R¢+0,00001 * D [00000,01101 |-0,09375 Q7:=Qg—0,00001 |11,00101
Rg :=R5+0,000001 * D[ 00000,000001| 0,015625 |Qg :=Q~—0,000001 |11,001001
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Division sans restauration

Invariant: -2%D#2-) < Rj < 2%D*2-]

Dw2-i A gj= _1. 9j = Tl si Rj > 0 alors
o > Rit{ :=R; - D#2-]
9 | TR
0 ¥ 0 //“r" sinon
1> > Rj+1 := Rj+D*27J;
-D*2-] . —>
2x«D#2-j Y 24 D%2-]
ancienne valeur Rj Récurence
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Diviseur sans restauration (2)
d ¢ e=d®q®c Dg
f=drg Vv q®end Vv q@cag

P AN I: I: AN t f v . Additionneur/soustracteur

q4 Y LT

este R=A - B * Q (peut étre négatif)
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Division signee

ao@do

< |_ Irg 5 ) I3 Ty

reste R = A - B * Q (peut étre negatif)
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Conversion du quotient

Le quotient Q s'écrit Q = 2 ?:0 q; * 2" avec q; € {-1,+1}. Pour le convertir on le réécrit:
Q= Z"?z-(l)qﬁkz_i :2’1 oq1*2 +Zn; 2" 21 =0 2"

D M R Ll .

" X 2 — 24"

" —2*(p0—1+z 1p1>x<2 2™
qQo 91 92 93 94

" :2*(—?0*20+Zi:-lpi*2-i+2-n-l) ,/,/XH nin
AN J 1
Y | [
Ceci est la notation en complément a 2 p; € {0,1}

Pi Po D1 P2 P3 Py

La conversion ne change pas la valeur . . C
Remarque: si on connait a priori le signe du

de Q mais seulement sa représentation résultat, I’inverseur n’est méme pas nécessaire
sous forme de chaine de bits
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Pesée a restauration

On ajoute 8§,
ca va

On ajoute 4,
c’est trop

On enleve 4
(restauration)

On ajoute 2,
c’est trop

On enleve 2
(restauration)

On essaye 1,
cava

Pesée sans restauration

O l __D
L 1

L |

b L }

On ajoute 8
sur le plus haut

On ajoute 4
sur le plus haut

On ajoute 2
sur le plus haut

On ajoute 1
sur le plus haut

On se sert de tous les poids

On pourrait peser un poids “negatif”
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Le "BS", mais c'est tres simple

) ] n-1 L n-1  ~ n-1 . - n-1 .
A=A -A =) a2"-) a;2" =) (aj-a)2"' =), a2"
1=0 1=0 1=0 1=0
a—ga a_ie {091} aj € {_19091}
Addition hybride S=A +B ai, sie t-1,0,1} bije {0,1}
aO bO a1 bl a2 b2 a3 b3 a4 b4 a5 bS
Fl+ FL o+ F+ P+ Fie Fo4
\ 2 2 \ 2 N \ 2 2R | \ 2 2 \ 2 2 \ 2 2 |
+ — + + — + + — + + — + + — + + — + retenue
+ - + - + - + - + - + -
Retenue entrante
sortante / / / / / —
- + -+ -+ -+ -+ -+
S, S, S, S, S, S,
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Avec ou Sans propagation

Type d'opération

Additionner de deux nombres en BS
(A+ B)=S

Déterminer le signe d'un nombre en BS --------

(0001>0 ?)

Forcer a 0 les poids forts d'un nombre petit -----

1110=0010

Convertir de notation BS a Standard
0101=0011

Avec

u

Avec

u

Avec

u

Avec

.

Propagation de Retenue

Sans

u

Sans

u

Sans

u

Sans

.
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., utilite du BS 77

113 1 .
... Comment utiliser cetteer.c e 0S¥ == de notation ???
- Sans comparaison
- Sans ¢limination de chiffres non significatifs

- Avec un cout de conversion exorbitant

Dans un algorithme comme la DIVISION
RAPIDE

Divide ut regnes Machiavel
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Diviseur en notation "BS"

dividende A
Q = A=D (reste initial)  diviseur D
./ ¥
suite d'

conversion additionneurs/
de "borrow save" C soustracteurs

3 standard en notation
f "borrow save"
quotient U

n .
Q:Zpi*z-l R
1=0

pi€ {0,1}
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Diviseur régulier en notation "borrow save"

el

d;

N

a

d4 5)

bl

Ik

K

L
h -

ks \\
O
: £

Q\V‘qu Yy ql Vqu % ++
conversion du quotient

v v .V v

quotient
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Format du reste partiel R,

n
On suppose D normalisé 1 <D <2: D=) di2" dp=I
i=0

J

Donc -4<-2DSRj*2 <+2D <4 .

Pour étre additionn¢ ou soustrait rapidement, Rj est ecrit en “BS”

Pour avoir une écriture bornée de Rj, les 2 premiers chiffres de Rj
ne peuvent pas €tre non nul de signe différent
. n .
: N ;2710 _
RJ * 2J Z 1 — T T 1 Tg,I11p I'3...... I'n ro*r1.1> 0

1=-2
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Choix de l'opération a executer

[teration a I’etape j: Rj+1 :==Rj - qj * D * 27 avec qj € {-1,0,+1}

Pour determiner I’operation qj a executer a I'etape j,
1l suffit d’examiner les 3 premiers chitfres de Rj seulement.

Condition de convergence: |Rj |<2 %D * 27 — |Rj+1 |<2 D #2731

Examende rorq 1o

r2r1 etro -1 x x ’ ’
0 -1 x} -2#D*27 ) <Rj <0 = Rj+1 =Rj+D * 27
0 0 -1
0 0 0 -2<Rj<+27=> Rj+] =R;
0 0 +1 _ _
0 +1 x 0 <Rj<2#D*27) — Rj+1 =Rj—D * 27
+] x X

A . A .
On introduit R = 4%*r. + 2*r.1 +10, “estimation” de Rj*2] -1<R—Rj>x<2J <1
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nouvelle valeur Rj +1

Division SRT

Invariant: -2%D#*2-) < Rj < 2%Dx*2-]

qj=-1 qj=0
o qi=—1 qi=0 4 qgq=+I qi =+1
D#)-] i | i | i
| |
| . | .
. " 20 %
~ A A o Y. N >
0 V4 [ Q,\X\ //V I
_ X\ | . ><\’ I
<& | o '
| |
. | |
_D*2_J . . l . .
2%D%2-]  -D*2-] 0 D#2-]  2%D%2-]

ancienne valeur Rj
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nouvelle valeur Rj +1

Division SRT (2)

AN
estimateur R (entier)

valeur mmmumde D =1

. .
-1<R—Rj>x<2J <1
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Etage de diviseur

Entrées: R ( en redondant) et D (conventionnel)

VAN
R
oo+ g -2 d1_+ d2_+ d3_+ dn_+
I‘_21‘_2 I‘_l I‘_l r() r() ‘ I‘l 1'1 ‘ 1'2 I‘2 I‘3 1'3 I‘n I‘n
vy vV YV YVYY Y¥YVY vvy vyvy
+ -+ -+ + - + + - 4+ + - + + - + i
téte queue queue queue queue qJ;r
- T - + - + - + - + - Sﬁ\
R e L
S.154 S0S S1 54 d] Sy S d2 S3 S3 d3 Sq Sy dn
Sorties: S ( en redondant) et D (conventionnel)
[ /\ .
siR<0 alorsS=R+D { add et sous sans propagation}
VAN
sinonsiR>0 alorsS=R-D
sinon S =R
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Roles de la tete et de la queue

A
e T e d1_+ d2_+ d3-+ dn-+
R R O I B S L [ e
vV \ 2 4 YV VvV VYV \ 20 2 | \ 28 A |
-+ - + + + + + + -+ + - 4]
téte queue queue queue | queue q~'+
-t + - + - + - - q
|| — == | == | —— ] J
vV, A A AR vy,
S.15-1 5050 S151 g, 2% g, 3353 (g, n S g
Tete: Queue:

1- Déterminer I'opé€ration a exeécuter
(add, sous ou rien)

2- Executer cette opération sur les
chiffres de téte

3- Recoder le reésultat pour ¢liminer
le chiffre poids fort s-

- Exécuter l'opération
(add, sous ou rien)
sur les chiffres de queue
sans retenue propage

- Transmettre D décale vers les

poids faibles
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Equations d'une cellule de queue

dj
r.- 1t
!
\ A A 4
+ -+ -
q
queue L
+ q+
s.Jr g. di
1-1 1

< téte

><

queue

D=0 1.d d,d;d,...q
“D=(2)0/d, d, dy dy....d, +(2 )

Equation arithmétique

2% s{=s{ =i -1 Hq] d;+ ¢ ;)

+ -
2%8. +s =71

1
+

1

+ri_+(qur d;+ qJT d;)

Les controles qJT et q}r arrivent apres les autres
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Optimisation de la cellule de queue

A — + . \
Les contrdles q j etq; arrivent apres les autres dans la queue

+ - + - + -+
f-zll'-z f-lf-1 {0 Il‘o {i rli clli
VY VVY VY + - VWYYV
Modeles d 4% 9
odeles de A Do o
délai recherchés tete T3 queue| |delai T
T T T + - I |
VY, Yoq g v. V.
Slsl S0 Sll Si
+ _
queue Si-1 S
+ + ., = 4+ Ty T + — =
- + . .= +., _ + —
a; | @iArveviad | rieried,
+ + . — 4+ ——
q;V4; (rinry) r; ®rj
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Equations du bloc de téte

A + _ + _ + A
R':4*(T2 r2)+2*( r;-ry; )t (ro-19) R
. T /_\ n R
—(R>0) q] -—(R<0) 5 SO 1 S {8
Sl qJ alors 2, :=R-2 Yy v v vy
VAN -+ -+ +_q
sinon siqj alors 2t =R+1 tote ]
shnonzout =0 |— |+ |- — qTL
S.1 & (Zout >0) ; Vv, v J
- . S, S S
S.1 .= (Zout <-2 )+9 1 k
- e— sk - .
S0 °_20ut -2 (S—l 'S—l)a + + T 4+ —C i 4+ 4+ —C
q; =12+ (ry ry +13r0To+1; 19 To);
S S s o S
qj =L tro (rog 1 trrorog+ 1y 1o Tp);

_I_

y, + —— 4+ - T 4+ —— 4+ <
: S_1 ::I'_Q(I'_l"‘ rq+trorog)t rnh 1] 1 Yo Yo

- - + - T+ - T+ +F - T+ -
S =Io(rqg+tr+roro)tro rariro Io;

; i + , . ) 0.
S0:=¢q; @10 @ To { seuls chiffres de poids 2 |
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Condition arithmetique

VAN /\
R
ryr, rir, Tolp -1 O 1
L A S g \¢§\>¢??%?///
- - -t NV Y
tete invalide-3 -2 -1 0 1 2 invalide
o] )
1S, So I1 faut que -4 <R < +4

4 < 0% < RJ*2J <2%D < 4
-1<R—RJ>x<2J <1

=>—5<R<5
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Le Quotient est en notation BS
= 1l faut le convertir

-+ -+ + - + +
L2l SIS foro ¢y o ?2 T2 431313 (ﬂn fn Tn
\ A / \ A 4 \ 2 / s VYN < VY v VW
-+ -+ + + + + + + + + -+
téte queue queue queue | queue q~'+
- F - + - + - + - + - /}q
N _— 1 — 1 — —
V.V, vV, vV, V.V, V.V, \ A A
S.15.1 5050 5181 52 % 53 83 Sn Sn
La conversion ne change pas la valeur de Q mais seulement sa +
représentation sous forme de chaine de bits. qj_ qdi - 4

La somme pondérée des bits qui entrent dans le convertisseur
est ¢gale a la somme pondérée des bits qui en sortent.

qu {_1909—'_1}
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Conversion de "borrow save'" a standard

n n o
1=0 0 =
tous simultanément

do 491 9o qd,
I I

soustracteur rapide

L'additionneur doit étre tres rapide

¥
dernier < premier
do 91 9o q
I I Y R A ”n . :
. ) Le délai de propagation de la retenue sur une
Soustracteur a propagation position doit €tre inférieur au retard entre 2 (]
premier > dernier

do 491 9o qd,
I I

soustracteur’ tres spécial

On veut le résultat des que (p est prét

Division 135



Conversion de "borrow save'" a standard (2)

génération des p, etdes g . qi€ {-1,0,+1}

® @ . qi | pi gi
| lilr -11 01
| Le et 0| 10
(AT, aVIRAYT) T L].r" +11 0 0
- A atif X I I 1K
ol it il i
- Idempotent (1 [ [ III
- Croissant (inverseurs) .;II'I.I.I'I I

Gl
SO
génération de la somme Si= Pi® Gi.ip

si€ {0,1}

Division 136



Conversion de "borrow save" a standard (3)

qi€ {-1,0,+1}  pi€{0,1}

séquentiellement séquentiellement
poids faibles d'abord poids forts d'abord
H:r__
ol ify
[
o gl
ul i i
= s i
=l o s of e e
o i i
o o v i e f i i
= s i T s s
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Conversion de "borrow save" a standard (4)

31 3029 28 27 26 25 2423 22 21201918 17 16 15 1413 121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

[f* NERRR
ull Convertisseur
: ]‘_D‘— Ly lent et
ol de faible cout
ull
u
udl
nll
m
ull
ull [
uyuyuyugugli ml
CFeF e Cror R R erererr ey ] | | | | | |
e Er O OO R PR R R R O O
g o g o g o g f s v
sl s gl ol s s g s e



Formes du convertisseur

L1 ]]
[m] | | | ]
100 [m]
100 u] | ]
OOoooo [u] [u]
000000 [m] [m]
000000 [m] [m]
000000 [m] [m]
000000 [m] [m] [m]
[m] 000000 oo [m] oog
oo 000000 m] m] oog
ooo O00000000000000000000000000000000000000000000000000
oooog O000000000000000000000000000000000000000000000000000
ooooo O00000000000000000000000000000000000000000000000000040
oooooo O000000000000000000000000000000000000000000000000000a00
oooooog
Oooooooog
Ooooooooog
Ooo0oooooog 1 1
Oo0oo0ooooog b
BoneRneee,
OoOoooooooooooo [JEEEEEE EEEEEEE
O00000000000000 Ooooooo mjmimiminimim] 1 1 1 111111 F1]
OoOooooooooooooooo 10000L 10000L 10000L OooooooooooodnaEnn
OoO0OooOoooooooooood OO0O0000000000000o OO0O0000000000000000000000
OO0 o000 OO0O000000000000000 OO0O0000000000000 OO0O0000
OO0O0000 00000000 OO0O0000000000000 OO0O0000 ]
OO0O0000 00000000 OO0O0000000000000 OO0O0000 ulm|
0 O0O00000000000000000000000000000000000000000 u[mm]
000 O 0o OOO00O00000000000000000000000000000000000000 ooo
ujulm ] ujulm
ujulm ] 0000
HEE Sl el e 1,2
=[als = nooooog
=1sts = =E=== ANEEEEEEEEEEEEEE
SAE = a[u[n]n]n ooooog OOoOOOEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
SAE = a[u[n]n]n Oooog O0000000000000000000000000 N EEEEEE
== = a[alu]uls 0Oooog O00000000000000000000000000000000EEEE
== = a[alu]uls OO00og O0000000000000000000000000000000000000m0
alalw DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD
ujulm
u] OO0 ]
u] u] 1,5
g g o
[m] [m] o0 ENEEEEE ENEEEEEEEEEEER
[w] [w] o0 00000000000000000000000000000000NEEEEEEEEEEEN
[w] [w] oooo 000000 00000 000000 OO0O0000000000000000EEEEE
[w] [w] [w] 10000 1000L 10000 1000000000000000000000088
E E E 10000L 1000L 10000L 10000000000000000000000000
1
u] u] u]
u] u] u]
u] u] u]
: : :
u] u] [m] EIEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
u] u] O OooooOoooodooooooooodOOEEEIEEEEE
[m] [m] a OoOOo000000ooooooogoooooogoooooonn
O0O0000000000000000000000000000000000
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Un algorithme de division rapide a €t¢ proposé:

- Les Additions/Soustraction ne propagent pas la retenue

- Le calcul, le recodage et le test du reste partiel
sont effectu¢s simultanément (et non sequentiellement)

- Les lignes longues et leurs amplis sont eliminées du
chemin critique

- Un nouvel algorithme de conversion du quotient, rapide et
peu coliteux, a €t¢ introduit.
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