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[ssues de ce cours

Pas 4 Pag
H 1- Introduction
' 2- Addition matérielle
¢ | | 3- Multiplication matérielle
' 4- Reésidus
_i 5- Division
' 6- Racine carrée
W | | 7- Virgule Flottante
¥ || 8- Fonctions élémentaires
’
C <5 Remarques:

e [’addition et la multiplication sont assez exhaustives.
* La division est la racine carrée sont simplifiees.
 La virgule flottante et les fonctions sont survolees.
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[La mécanisation du calcul
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NonBut de ce cours

Le but de ce cours n’est pas_d’enseigner comment on fait un
ope€rateur arithmétique avec des portes logiques ou des transistors.

Les opérations arithmétiques des ordinateurs ne sont qu’une
transposition a la base 2 des algorithmes humainement utilisés
en base 10 depuis plusieurs siecles.

Un ¢leve qui sait effectuer une addition, une multiplication,
une division, une extraction de racine carrée ou le calcul d’une
fonction ¢lémentaire peut concevoir un opérateur logique
effectuant mécaniquement cette opération.

On utilise la base 2 uniquement parce que c’est technologiquement
plus efficace. Cependant certaines operations marchent “mieux’
dans d’autres systemes.
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But de ce cours

Faire un opérateur naif €tant trivial , le but de ce cours est
d’enseigner comment faire des opérateurs arithmétiques mieux.

Qu’est-ce que mieux ?

Pourquoi faire mieux ?

Comment faire mieux ? , 1
Vitesse | 7,

déelal

Testabilité (cott) Portabilite

performances

Consommation (colt) Complexité (cott)
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Domaines et Modeles

*Ce cours ¢tablit des modeles simples de

Représentation cout et déla1 pour comparer des architectures

Algorithme d’opérateurs combinatoires.

Architecture ele colit est €valu¢ en nombre de portes ou de

cellules

Schema logique

Schéma électrique ele délai est en général le nombre de cellules

sur le chemin critique

Plan de masse

. *]a “sortante” est prise en compte si elle est
Dessin importante pour

» dimensionner

Technologie

e introduire des “buffers”
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Choix de la représentation la plus approprice

valeurs

, , valeur  bit(s) / nom
Representation  Base  chiffre  nombre chiffre usuel
n .
standard 2 0,1 x a;2' 1 conventionnelle
=

complément a 2™ 2 0,1 -a2" +igai2i 1 complément a 2
multiplicative 2 0,1 112'[1 (1427 1
redondante 2 0,1,2 é) a2 2 carry save
chiffre signé 2 -1,0,+1 é‘b a; 2! 2 borrow save
chiffre signé 4 -2-1,0,1,2 é‘,o a; 41 3 code de Booth

additive  log(1+27) 0,1 .%Oailog(m-i) 1
2

additive

arctg(Z'i) -1,1

L N
2 ajarctg (27)
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Ouvrages & URL recommandés

Arithmetique des Ordinateurs, operateurs et fonctions ¢lémentaires
J.-M. Muller, Masson 1989 ISBN: 2225816891
Computer Arithmetic Algorithms
I. Koren, Prentice Hall 1993 ISBN: 0131519522
Computer Arithmetic Systems, algorithms, architecture & implementation
A. M. Omondi, Prentice Hall 1994 ISBN: 0133343014
Elementary functions: Algorithms & implementation
J.-M. Muller, Birkauser 1997 ISBN: 081763990

http://liinwww.1ra.uka.de/bibliography/Theory/arith.html
http://www.eecs.lehigh.edu/~mschulte/hsca/START .html
http://http.cs.berkeley.edu/~wkahan/ieee754status
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But

Reéaliser des additionneurs combinatoires. Contraintes:
Optimiser le coit et/ou la vitesse gg'nﬂs'o e
et/ou la consommation. | surface max
Pr()bl érne =555555??5?55555§§§i fonCti on add|t|0n
- Propagation de
laretenue portes logiques
transistors

Remarque: Y

I'addition est |'opération
arithmétique la plus commune.
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Rappels sur I'écriture des .
entiers en base 2
Enti d
ntiers
positifs — Y
& | A=Z a2 a0{0.1} Ap[o2-y| [¥
| =
Notation de position imitée de la notation décimale ¥
adoptée en Europe au XM siecle. Lavaeur d’ un ) 4
nombre est |a somme pondérée de ses chiffres. Digital
Entiers
relatifs —
| B=bp 2" bi 2 by0{0,1} BO[-2",+2" -1]
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Fonction "Full Adder” (FA)

3 b
de 1 chiffre T T T )6 % 6 ZO 8 (3)
t1 +1 A1 olol1] 1] o] 1
2 A 0/ 1/0| 1| 0] 1
1 nombre 0111 21110
de 2 chiffre v v 1/10/0] 1| 0| 1
C S 11 0| 1] 2] 1] 0
11 1/0| 2| 1| 0
X,¥,2,¢s0{0,1} 1011121 31 111

X+y+z = 2xC+S

s=xUy O z sommemodulo 2
c=maorite(x,y,z) =x Oy Ox Oz Oy Oz

L a somme pondéree de ce qui sort du “FA” est égale

ala somme pondérée de ce qui entre dansle “FA”
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Addition de Nombres=> 0

A=Y a2 B=3 b2 sS=3 si2 ab,s0{0,1

a. b, a, b, a;b, a,b, a b, a,b,
SISO N S s I S s 0 s O S 0 O O s O A0 0 s

sortante FA FA FA FA FA FA entrante
- ] 1 ] 1 | ] 1 | ] 1 | ] 1 ] 1
S5 Sy Sj So Si So

Tout assemblage cohérent de “FA” conserve la propriété: La somme
pondérée de ce qui sort est egale ala somme pondérée de ce qui entre

S on ignore |la retenue sortante:

S= ( A + B + retenue entrante)mo dulo 26

Dans ce cas |’ opérateur accepte 2 conventions.
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ale des additionneurs)

é géener

V4

N v_Vo +

+H >0
YYV?+M

+ _VO >
X >0+ ©
N »——F

+—>» 0
>+ 1

+—> 0
X p—+

NOA-AO0O+HOO
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Le"Full Adder" est Autodual

(propriét

OCOOOHAO

NO—T1O OO

>NO O —dHO O

XOOOO

N




c = majorité (X,y,2)

s=g calors(xOy[k) sinon (x(y(z) #

s = (xUyllz) UclixLyLz)

MU |c s
000|0 O 0O(0 O
0010 0 1/0 1
0110 1 11 O
11111 1 11 1

Ol
wnl

maj orité ”7somme modulo 2

Circuit « miroir » -
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"Full Adder" (FA) dissymétrique

Ci

d bj
o T minimiser ledéa T entre
délai T} FA Ci et Gi+1 (au dépens des autres)

) —
W 4

O
+
=

a bi CicC+1 S a bicCi+1 g
olololo]| o a=hilalc
0/0]1]0[1 azhilclcg
0/1/0]10]| 1
0/ 1/111]0
110/0[0| 1
1101111 0
111101 O
17111111 1
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"Full Adder" (FA) aporte de transmission

Ci
bi J £
+d o
L
—H{>o1—3 L gbﬁmﬁ ;m b
&l rdl &
%wj}
1 a = b Ci+1 S
S a=Dbjalorsc+1:=a,5:=G
S azbiaorsc+1:=¢,s:=¢C
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Débordement d'entiers positifs

A B A B
@n bits @n bits @n bits @n bits
Additionneur Additionneur
@nﬂ bits L @n bits
_ débordement n
>= A+B S>2", netient SH[0,2-1]
pas sur n bits

S= (A + B)modulo 2"

La somme pondérée de ce qui sort est égale La somme pondérée de ce qui sort n’est pas
ala somme pondérée de ce qui entre égale ala somme pondérée de ce qui entre

Solution 1 Solution 2
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Entiersrelatifs

Définition de I'oppose a partir de |'additionneur modulo 2N

BU-A < (A +B)=0(2mod2)

-1 L L
A+A=5 2=2"-1 A+(A+1)=2"=0 -A=(A+1)
1=0

>

Additionneur/soustracteur
a5 b5 a4 b4 a3 b3 a2 b2 al bl aO bO

st TdTe Tt
A FA FA FA |« 0%
v

FA |« FA |« FA |«
v v v

v v
Ss Sy Sj S, Sy So
S=AtB
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PRPRPRPRPPPPRPOOCOOOCOCOO Y

RPFFRFRPFPOOOORFRKFRPKFRPFRPROOOO I%J

L

PFRPOORRFROORROORROO

RPORORORORORORORO &

Notation des entiers relatifs

- est son propre
OppPOsé
n'apas
4\ d'opposé
(debordement
N détectable)

-0+0
-0+1
-0+2
-0+3
-0+4
-0+5
-0+6
-0+7
-8+0
-8+1
-8+2
-8+3
-8+4
-8+5
-8+6
-8+7
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Notation en complément a 2

Dite en complément a2, en fait a2n
Le bit poids fort est negatif, les autres positifs

Lavaleur d un nombre est |a somme ponderee de ses bits

Le bit poidsfort indique le signedu nombre (0 = 20,1 <0)
Alors 0 est positif

L e plus grand nombre négatif n'a pas d'oppose

L e changement de signe provogue une propagation de retenue

|l y ad'autres systemes (peu usites)
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Débordement de I'addition d'entiers rel atifs

A B S=A+B

+ 4+ +

F 4 ol I
+ - ¥ \
Tt B
-+ + | 3%
LT &g
. ++5r

a. b: a, b, a; b; a, b, a;, b, a, b
S Y Y D I I e e

_retenue

débordement @(_ FA FA FA FA FA =1 FA entrante
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Débordement (exemple sur 4 bits)

Entiers positifs Entiersrelatifs
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Ecriture de Shannon

Onaaréaliser f(X1,X2,X3, ... Xn)
on veut disposer de temps pour calculer X1
L onprécalcule f(0,X5,Xs, ... X,) € f(1,X0,Xa, ... X))

partie commune au
calcul des 2 fonctions

| multiplexeur

f (X1,X2,X3, Xn) Addition 24



“Carry select adder”

a, b. a, b, a, b, a, b, a, b, a, b,

" v | v v | v | v v | v v 1 v ¥ 1 8
FA FA FA FA FA FA 1 &
retenue || |l ] ] Il -
sortante |\ FA FA FA FA FA FA 10 B
v v v O
T Y e oY Y == O
multiplexeur
S S S S S s _ retenue
5 4 3 2 1 0
entrante

L aretenue entrante ne se propage pas atraversles FA
[ on dispose de temps pour la calculer
[l amettre en poids forts la ol laretenue est en retard
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Cdllule de carry select adder

a, b qi bi c ?i tl)i
§5 1l E
v 4 2% v \/ % retenue 1™ "~
retenue 1| FA T retenue 1 m 0
I tenue 2{@- | 1 retenue 2—| CSA L
retenue 2 FA k Aection I
1 0 L sélection
&2' |
sélection W i
S Si S
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Additionneur en temps v n

bbb bbb b b bbbl bhobbod bd b bbb

csall csall csall csall csal 0 [/ csall csall csall csal O VT csall csall csal O /T csall csal O [ csall csA
15| 14| 130 12| 1114 10 ol sll 711 6ll 51 4|1 3l 211 11 ol

ooy Yooy Voov Voo v

parcours d'un bloc

PN CICICICICNNCICICICHNCICICHNCICICIC

saut d'un bloc

—2. T(1+1 [an —7 —
n:ZiT:c?': (2 )+1 oN=T1°+T1+200 1= 8n27 1=\/2n=14ﬁ
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Premiere cellule d'un bloc de CSA

b bbb by 4 vt b4 bbb 3 bt b v

CSA CSA CSA CSA|csA[ O /T csa csa csalcsa[O 1/ csa csalcsa[ 9 VT csalcsal O [csal csal
152 14 13 . 12 ] 11 |4 0. 9. 8/ 711 6. 51 4|1 3] 2|1 11 ol

Voov oy oy ooy vy ooy oo ooy
a b ai Di_ a bi_
= —® (O —?
retenue 1 — 0 A ANAY, % %g:-j %
retenue 1 (H i 0 retenue 1—@ \ =
retenue2—| CSA L1 q
retenue 2@*' . 1 retenue?2
l y
L sélection | sélection
sélection L \i
l Y Y
> S S
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Geénération et propagation de laretenue

Ci+1 - _{<3§:b
) Ki (Absorption) Ki= g Llbj |
Ci

C; } Pi (Propagation) Pj= a [ b; Pi < (C b

1 gi (Génération) @;= alb; o] {:g
i

RO
RoOoOrR OO

A 1010001010101100
+B 0110010110100010

ppngin( ppngn(ng/ p(—pi—pnf
c 1110011110100000

ci+1=(pi Uc) Ug = (E Ug) Ug Ci+1—@_—ci Pi

ci+1 = (pi Uec) Uki = (g Uc) Uk; Ci+1%@o'@ Ci
O Addition 29




Geénération et propagation de laretenue (2)

Définitions
pi=a Ob propagation.  Ci+1= Ci
g =ai Ubi  génération: Ci+1=1

ki=a LUb  absorption: Ci+1=0

Pij= I_Ijn:i Pn propagation. Ci+1=Cj i=>]
Gij=giUslo:1(PinOgn) civ1=1
Kij=kiOslsis1 (PinUOkn) ci+1=0

Pij = laretenue a éte propagée du rang j au rang i+1

Gij = laretenue a été générée entre i et et propagee jusqu'ai+1
Kij = laretenue a éte absorbee entrei et | et propagée jusgu'ai+1
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Exercice

Simplification du CSA

0
—]
1- Simplifier les équations logiques de la piv Ug.
cellule de “Carry-Select Adder” en Kisqi <8 IVl
exprimant larelation entre P j et K +L Ki’j
1] ) @ﬂ.
P|+1,j P.J
18P
Ci \ G
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Geénération et propagation de groupe

Définissons g, pi, Gij et P; j de lafagon recursive suivante :

i =0 =a Ub generation de retenue au rang i
= pi =& Ub propagation de retenue au rang |

= Pj UPj.1xk propagation de la retenue du rang k au rang i

Ci+1 = Gjo UPjoUco retenue au rang i+ 1, ce que |'on cherche a obtenir

= Gj; UPij UGj.1x géenération deretenueentrelerangi et lerang k (n=izj>k=0)

Y A Y 1:l| H H iy 1:I|

P G P .G ——IP G
'Y 327732 1,0°710 . ] 10’710
m Mo o, 2020

F:)’),O’ 3,0 %,0 ’G3,0

Propriétée: Lacellule est associative.
Consequence: De nombreux assemblages sont possibles

Regle d'assemblage: Toute sortie de rang i dépends des entrées derang O aii.
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Cellule de Brent et Kung pour calculer les
propagation de groupe’ et "génération de groupe”

(T, Y2) -
Te ™ ¥ ITE_L,yl o Th Y2 Y1
my O S U S
TB 4 Yo 5l 4 TH 4 Yo 5l 4
(TR 1, Yol 2V 1) Réalisation a Réalisation a
_ Associative portes logiques multiplexeurs
- Non commutative

- ldempotente

: . Gik = Gjj UP;j UGj1k
- Non décroissante (inverseurs)

Pix = PijUPl1x

L1 T i AR o

P_G P G < P_ G

2’732 1,0°71,0 '| 1,0°710
1 m 2020

F:)%,O ’G3,O %,O ’GS,O
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Tous les additionneurs en temps log,(n)
commence par un calcul arborescent

calcul desp, et des g

N

J) ] ) ]

F;.,O ’Gl,O

Fi)%,O ’GS,O

FiS,O ’GlS,O

Ci6
L e calcul des autres retenues est;

F;,O ’G7,O

Cs

- 1 colt minimum
- 2 rapide a“fan out” variable
- 3rapide afan-out fixe
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Additionneur de Brent et Kung en temps log,(n)

1ere Etape

calcul desp; et desg,

2eme Etgpe

S

e

e

e

3eme Etgpe

4eme Etgpe

S =PpPitGi.io

Addition 35



Additionneur de Brent et Kung en temps 1og,(n) (2

(2, Vo)
1ere Etape génération des p; et des g,
(T, Y1)
(TR 1, VoI 2l 1) 2eme Etape jp Efr_ ﬁp ﬁr ?;:ﬁﬁ
T
(T[Z’ y2) X X’ K K_Iil Ll_l
(1. v9) g O | O
¢ . i(_Ll_l_KH' ﬁli(_"
3eme Etape
(wm1|y2m2ml) , |:| L A 4 L L L L A 4 L L L L L L
4eme Etape | génération de lasomme Si=PiC Gj.10

C
0 Addition 36



Mise a plat des deux arbres binaires

(16 bits)

(Po:%)

L. c
(P1.91) Ll‘ —
(p20) —— 1 =5
(P20 = |
(P4,04) b —
(P5,05) |1m. mzl o
(Ps0s) = s
(P7:97) =5 — 0"
(Ps:0s) - +—5 = =5
(o) == | =

(P10,910) - ot — o

(P11,911) =5 L o'

(i) == [ 5

(P13,913) L“w mz| %

(P11~ 1L “ o

s

(P15:915) ——
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Additionneur de Brent et Kung

313029 2827 26 25 2423 22 21 201918 17 16 15 141312 1110 9 8 7

G

L

;

6

4 32 10

nip

ml ik
ighigl il

x

L

Eﬁ'r['

313029 2827 26 25 2423 2221201918 17 16 15141312 1110 9 8 7 6 5 4

()

o= alelsly

C
il

o
il

pﬁi

FoF
K

jals

e o
unl

ikl

il

ol

5
gy

Lol

e's

palialahalags

Jsielisizlale

oY

el ae

laks ] nfejafelsie e lpfe 2

Ik
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Additionneur de Brent et Kung modifié

313029 28 27 26 25 2423 22 21 201918 17 16 151413121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

SENE S

B il i
o | E;‘
il

.

x byl e %‘E
EET ll
il

| o BFEF
slllid

Modification de J.P. Fishburn (1990)

Une cellule de plus ( + 2%) décroit le chemin critique de 8 a 7 cellules
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Additionneur de Sklansky en temps |og,(n)

(2, ¥2)

jj‘; (T4, Y1)

(TR 1, Vo[ oY 1)

(2, ¥2) (11, yy)

v
|

(TR 1, YoITI 2 4)

calcul desp, et des g

génération delasomme Si=Pi0 Gi1o

Addition 40



Prise en compte des aspects € ectrigues

313029 28 27 26 25 2423 22 21 201918 17 16 151413 121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

b e b é/g%/ é/g%/ S m«ﬁ/ B 3

~

e | ww| |LaEd |ad wd e el | e
IS G || G| || | S | | R
HHHHTLTLL Y 3 4 T T
WYy yyyyyy Ll
(ﬂz,Vi) (m,y) (TY) (’72’75) (m,yr) MY) . n - v
I I tode 1 2o

(TRl 1, VoI LY 4) (ﬁj/) (TR 1, Yo 2 1) (TLY) blanches ou 1 sortie
Cn1=k( Cn+2™1+1)

Prise en compte des inversions dimensionnement
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Additionneur en temps v n

313029 28 27 26 25 2423 22 21 201918 17 16 151413121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

Ly + » +

o r[fdf ['fdr 1
[

[f[ | 7 _ uisil

. uili

Temps—
D’i

AR R
ﬁ]“[f[]"[f[j’tf T

n

313029 28 27 26 25 2423 22 21 201918 17 16 151413121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

v v v v V v v v v v v vvvvvv
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Additionneur en tempsin

313029 2827 26 25 2423 2221201918 17 16 151413121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

g%ﬁ“ ] g%ﬁ‘gﬁigg%ﬁ*

nininin}
ﬁ ﬁ]‘[f[]‘[}‘[]‘[j‘[]‘{ T.Tr
ol i s s

1615141312 1110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

L T L
if o o oo o o o i o o

T |

Pour un délai TlenombreNdebitsest: 2. 2 j [0 T=23n
i=1 j=1
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Additionneur de Kogge et Stone

313029 28 27 26 25 2423 22 21 201918 17 16 151413121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

SaNONE O -
MENAN 1\ -
PEM NGO -
PELHIMRINEEGIN -
FELEHIHINEEGIN -
EALEANILEAIIIEGANN -
V|
V|
V'
_V|

A 5 AW
REAN AR AAITARIFAINARRAN
REAREARELTATEANRARANARARARNY
S AT
PRSI
e T

EALARALITIIIIV SRR
EAVEARIL AT
/EARSARAREANIRRRRS
REARARRLANANARN

D/=AR=ANRH-=ARNNR A=
VENHNNNE 5
MEAVEINNS N\
NEANEEANN , AV

Le "fan-out" est toujours 2
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( arbre de Brent & Kung/ Carry Select )

Additionneur hybride

3029 2827 26 25 2423 222120191817 16 151413 121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

\Y4 ﬁr(it
ﬁ‘(ﬂ.

\Y4

ws

Y

i

VY

A

B

/

:

?ﬁ

¥

i

v

LEARLERCLEAR EERC LA LEE £14

Pendant que |'arbre calcule 1 retenue sur 4,
les CSA propagent laretenue sur 4 positions.

~
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Additionneur de Han et Carlson

313029 28 27 26 25 2423 22 21 201918 17 16 151413121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O
//
|
|
|
|
|~
|
|
//
1
T | L

00—
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Resume sur les additionneurs a cellule de
Brent et Kung (A -cell)

Type d' addition | # delA-cells Délai (A-cell) | Max. fan-out | Exemple n = 32 hits
Propagation n-1 n-1 2 31 | 31 2
2-level carry slectt  [2nV2nO VonO V2nO 54| 8 | 6
3-level carry select 3n?? Ef@m Ds/gnD 66 6 9
Brent-Kung [2n-log{n)U | [2log,(n)-2L1| 02logy,n)-210 | 57 8 5
Variante du BK ci-dessus +1 ci-dessus -1 [(Rlogfn)-21 | 58 7 5
Sklanski [h/2 logy(n)U] ogy(n)U n/2 80 5 16
Kogge and Stone | n(logz(n)-1)] ogy(n)0 2 129 | 5 2
Hanand Carlson | [h/2logx(n)U| ogz(n)U+1 2 80 6 2
Hybrid CSVN | [@2.5n -V2nO m+n0 n/2 65 6 | 16
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¥

¢t

Exercice

313029 28 27 26 25 2423 22 21201918 17 16 151413121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

._é.(—ﬁ

1 ¢

I
7

L

A 4
‘TQ

T

1- De qudl type est cet additionneur ?

/4

2- Quel est le délai (en nombre de cellules sur le chemin critique) de cet additionneur ?

3- Proposer une modification (gjout de une cellule) qui fasse décroitre lalongueur du
chemin critique (de une cellule)
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Additionneur de Ling

Un des additionneurs les plus rapides a été décrit par H. Ling, d1BM, en 1981. La contribution de
Ling est la " pseudo retenue”. Prenons par exemple le calcul du 6eMe bit de la somme.
Ss =pel Gspo (Gjpest laretenue au rang i+1)
G50=G530UP53G20
Gs3=0s ks g4 ks Ks03
G2,0=020 k2910 ko k109
P53 = ks kg k3
Le délai de sg est determiné par Gs g Tous lestermes de Gs o contiennent ks sauf le premier qui est gs.
Gs o peut étre simplifié en notant que g = kj 0 gj. Si on remplace gs par ks [1gs on peut mettre ks en
facteur : ss=ps 0 ( k5 G50). On note G; g la pseudo retenue au rang i+1.
Gs0=Gs530P53Go0. (seveifieapartir de G5 o= Gs 3 P53G20)
Gs53=050040 ka03
Goo=020010 k100
P53 = ks k3 ko
Pour sg on précalcule pg et pg 0 Ks.
On verifie que le calcul de Gs 3 est plus rapide que le calcul de Gs 3.
Gs,3=ag bs [ (as [ bs) a4 bg O (as L bs) (ag [by) ag bz
Gs3=a5bs Uaybs U(ag Ubg) ag b Addition 49




Additionneur de Ling (2)

L a performance repose sur un arbre ternaire (maximum raisonnable d'entrées par porte), sur un
calcul direct apartir des g et b (sans passer explicitement par g;, p;i, K;), suun arbre plus simple et sur
le précalcul de la somme modulo 2 pour le résultat S.

On vérifie facilement que:

Gi+2,i = Ki+2 Gi+2,i

Pi+2i Ki-1= Ki+2 Pi+2j

ce qui permet de verifier que: Gs o = Gs 3 1 P53Go . (VOir transparent precédent)
A partir de cette propriété on calcule

Gi+g,i = Gi+8,i+6 Ll Pi+8,i+6Gi+5,i+3 L Pi+gi+6 Pi+5,+3 Gi+2);.

P.gi= Pi+g,i+6 Pi+5+3 Pi+2,-

a+2 ai+1 Gi+8,i+6
Di-+2 — bin Pi+8,i+6 _ Gi+8j
a1 Gi+2, g, _Pi+2;i G 4543
o ﬁi ai-1I Pi+5,+3
g: S bi-1 Gi+2;

Aucune de ces portes complexes n'aplus de 3 transistors série entre sortie et alimentations
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Addition parallele sans
propagation de laretenue CS

A=S a2 B=Y b2 s=5 s2 ajbis {012}

as a, b, a; b; a, b, a; b, a, b,

b
R S N N S i T e Sy
vy v v vy v ¥ v v ¥ vy v ¥ vy v ¥ v v ¥
FA FA FA FA FA FA
retenue retenue
SOrtante// $// $// $// $// $// entrante
g
s FA FA FA FA FA FA
—— — —— —— —— ——
S, S, s S, S, s

6
La somme pondérée des bits qui entrent est égale ala somme pondérée des bits qui sortent ! Addition 51
I




Addition parallele sans
propagation de laretenue BS

n-1 _ n-1 n
A=> g2 B=> b2 S=5 g2 a,bisU{-1,0,1}
1=0 1=0 1=0
a‘5 b5 a‘4 b4 a3 b3 a2 b2 a‘1 bl aO b0
vy v v vy v v vy v v vy v v vy v v vy v v
+-+ +-+ +-+ +-+ +-+ +-+
Retenue 5 - ] = = =] retenue
sortante// ¢// % % / % entrante
+ - -+ - -+ - -+ --+ --+ -+ +
%y- -+ -+ -+ -+ -+ -+
1
+ - + - + - + - + - + -
SS S4 S3 SZ Sl SO
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Nombre, Chiffre et Bit

Un nombre est un ensemble ordonné de chiffres (en général).

Lavaleur d un nombre est (en général) la somme pondérée de ses chiffres.
L es poids sont (en général) des puissances de la base de numération.

L a base de numeération est (souvent) une puissance de 2 (2,4,8,16)

n-1 n n-1
A= g2 A= _Zl (1+27)a A= 3 alog (1+2")
i=0 1= i=0

Si un chiffrea 2 valeurs, il est codé sur 1 bit. Ces deux valeurs sont genéralement 0 et 1
Il y aalors confusion entre chiffre et bit

Si un chiffre aplus de 2 valeurs,
savaleur est (commodément) la somme pondérée des bits qui le codent.

a 1{01} a0O{-11} a0{012 a0{0123 aU{-101}
Des contre-exemples sont donnés.
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Additions sans propagation

A= Z <’:’l|2i C= Z C|2I S= Z Si 2 aj,ci,si U{0,1,2}
1=0 =0

1- Hybrlde Carry-save+ Conventionnel - Carry-save
b, by %2b, b Zob,
I

,“11 M I REEEN 111
F

F F F

2- Binaire: Carry—save+ Carry-save — Carry-save
a ¢, a, ¢, a; ¢, a, ¢, a; Cc; a, C,

Do nonnnnnrmn

CSs "1 Cs 1 Cs 1 Cs 1 CS 1 ¢ 0

l?_l ‘L,-a'—l LL—I J(.v.,'—l ‘L,-a'—l ”_I1
S4 S3
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Variantes de cellulesde CS

atb+c+d+e =f+2xg+2+h

R o h ne dépend pas de e
Modele de dda T o el a T =7 ol
abcde 0 0 0 0 0 e 01 O
L] l 0|l 0|lOo|] 1|1l =8|l e|oO
- 0|l o|1]|l0]|1|&8|lel|oO
dela'Ti l ololala1l2]eloa|luo| 2
I ol 1]o]lola1]l=®slelo
h g f 0|l 10| 1] 2| e|01]10| 4
0| 1| 1| 0] 2| e|01[10]| 38
h sort avant 0 1 1 1 3 [ e 1
gue erentre 1 0] 0 O 1] |l e| O
7 1] 0| 0] 1| 2] e|01[10] 16
&N %// W 1] 0| 1] 0| 2] e|01]10] 32
1] 0l 1] 1|3|®8| e 1
. 1] 1/ 0] 0| 2| e|01]10]| — 64
Cette cell ,uI e est également T T 1 T ol 11 3 s el 1
appelée “4 donne 2” 1/ 1/1]0[3[®e|e]|1
1| 11| 1] 4] el 1] 1
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Optimisation de cellules de CS

ab cd
abcd ab ¢d HA] [HA
FA HA||HA =J
= e , (G2 e | [HA
" {A/ qﬁi FA h-CE=—"-¢
g HA
- o e
f
< abcd abcd abcd
h -8 l [ 5 1
o111t Tt h % s
@ e
50 UET L

v IV ?ﬁ
B Y

Addition 56
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Multiplication Materielle

Alain GUYOT

Concurrent Integrated Systems
TIMA

B (33)04765746 16

Alain.Guyot@imag.fr
http://tima-cmp.imag.fr/Homepages/guyot
Techniques de I'Informatique et de la Microélectronique
pour I'Architecture. Unité associée au C.N.R.S. n° B0706
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But
Réaliser des multiplieurs fonction

multiplication

Optimiser la surface et/ou la vitesse

Problémes Algorithme
- Propagation de la retenue

Architecture
Plan
[ Multiplieur "naif" d'entiers = 0 1,5n
Multiplieur "carry save" d'entiers = 0 n
"~ Multiplieur "naif" d'entiers relatifs 1,5n
~ Multiplieur "carry save" d'entiers relatifs n

Multiplieur performant log;, n, log, n
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Multiplication d'entiers

Soient A Zn 1a «2': B Zn 1b «2) aveca,b;€ {0,1}.

Le produit P = A « B s'écrit (2 R *21) (En 'b. *21)
ou encore en appliquant la distributivité somme / produit

P = zn Zn (ai*bj*2l+l].
Or A <2"et B <2" impliquent que P < 27",
Par consequent P peut étre €crit avec 2n bits.
Le probleme est alors de réduire la somme pondéree

de n? bits en la somme pondérée de 2n bits.
Cette reduction peut Etre faite

en temps O(n), O(¥n), O(log, ,n), O(log,n)

Multiplication 59



y S=X®@y®z

C4 Z C=XAYV XAZV YAZ
2¥c+s=x+ty+z
S
Cellule FA (Full Adder)

—

P10 P9 Pg

Multiplieur naif

5 . 10 .
A=Y a2 B=Y b2 P=A*B=Y p2
i 1=0 1=0

214b0 a3b0 azbo

a4b1 a3b1 azbl

ay by a;by

a, bO

a b3 a b3

ao b4

P3 P2

a1b| ¥ ;

ag by

v

P1

2

apb;

b

v

Po
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Multiplieur ameliore

Tous les chiffres d’une méme colonne sont de méme poids.
En jouant sur I’associativité de I’addition, on peut réduire le chemin critique de 13 a 9.

0 0 0 0
Cette cellule est inutile ) bl | bl Fao bl
ay b,
a; bs
a bs
I v v v v v v v v v L
P10 Po Pg p7 Pe Ps P4 p3 %) P Po
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Multiplieur de Braun

y S=XPy®Dz

Z C=XAYV XAZV YAZ

& 2*c+s=x+ty+z
¢ s

Cellule FA (Full Adder)

a4b2
a4b3
|
a,bs a3 b 2, b
P10 Po Ps pP7

a3 bs

a| bs
?/0
Pe

a4b0

a

3

by

P4

P3

%)

P1

v
Po
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3 i
A=-2,2"+3 a2
1=0

1

4
B=-b, 2+ 3 bi2
1=0

Multiplieur signe

Multiplieur de Pezaris
Pezaris, S.D. "A 40 ns 17 bit by 17 bit Array Multiplier"
IEEE Transactions on Computers (1971) pp 442-447.

ay by

P2

aby ag by
0
ay b,

v v

P1 Po
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Multiplieur de Baugh-Wooley (1)

3 , 3 _ 3.3 . 3 . 3 :
P=A*B=(-a424+2ai2l]* -b424+ij23]=a4.b428+22ai.bj21+1-a4242bj23-b4242ai21
i=0 i=0 i=0j=0 i=0 i=0

3 3 o 3. 3 .
=a4.b428+ZZai.bJ~2l+J+a424.[—24+2bj2J+1]+b424.[—24+23i21+1]
i=0j=0 =0 i=0

3 3 o _ 3 - .
=a4.b428+ZZai.bj2l+J+(a4—1+b4—1)28+(a4+b4)24+2(a4.bi+ai.b4)21+4

i=0j=0 =0

2’ 28
— 4-P4

az.bg az.bg apby apby ag-bg a_

W 4

a4.b1 a3.b1 az.bl al.bl aO.bl 1 b_

ha 4

a4.b2 a3.b2 az.bz al.bz ao.b2 ﬂ
a4.g 33.b3 32.b3 al.b3 ao.b3

alby ag 2° 28

a4-b4 33.b4 a2.b4 al.b4 ao.b4
a, ag

a4 Vb4 a4 \/b4

Amélioration

de Blankenship
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Multiplieur de Baugh-Wooley (2)

4 3 i
A=-a,2'+ 3 a2
=0

3
4 .
B=-b,2'+ z bi2'
3 3 _
Z a 2 =2 —I—Z a, 2" 41 by a3y a,bg a1 b 89 b
- ¢ 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ 0
3 )
- < < < <
g _‘2 +i§0 bi 2 +1 a4b1 a?:b1 azlb1 allb1 aob1
 — s Vo v v
-342 =-2 +a42 — < R < R
; g i a4b2 a3b2 azb2 alb2 aob2
P=-p,2 +3 pi2 v I | |
=0 _ _ « . - P
b
VA v v v
< < <+ < <
1 214 b4 33 b4 212 b4 al b4 aO b4
v v v v v \ & &N
<
‘_I_/ <—l_/ <_I_/ ‘_I_/ <—l_/ b4
£ l v v v v v # ¢ L v

ignore pg pP7 Ps Ps P4 pP3 P2 P1 Po
s1gne Multiplication 65



Multiplieur rapide

" A B
Stratégie
. in bits i n bits
1- Au début calculer simultanément tous les dui
produits partiels a; b, P10 }J.ltS
partiels
(il y en a n° pour le produit naif, n’> + 5 pour .
Baugh-Wooley et n/2(n+4) pour Booth modifié) i n? bits
2- Puis reéduire ces produits partiels a 1 ou 2 bit(s) ng)ret .de
pour chaque poids sans propager de retenue reduction
i 2n bits i <2n bits
3- ,Elllﬁn additionner. les deqx nombres de.l’étgpe addition
précédente le plus vite possible (¢a, on sait faire) rapi de
Pour I’étape 2, on sait déja combien de cellule “FA” i 2n bits
et “HA” il y aura dans chaque colonne, cependant on
va perdre la régularité des connections. S=A*B
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Exercice

On veut multiplier 2 nombres entiers A et B de n bits chacun.
1- Combien y a t’il de produits partiels ( a * bk ) au total ?
2- Combien y a t’1l de produits partiels ( g * bk ) de poids 21(0<i<2n-2)?

3- Combien faut-il de Cellules FA pour réduire tous ces produits partiels a (2n - 1) bits ?

4- Combien faut-il de Cellules HA ?
5- En comptant les retenues, combien y a t’il de bits de poids 2! a réduire ?

6- Combien de cellules FA faut il traverser au minimum pour réduire k bits de poids 21 en

un bit de poids 21 et H{ k—f ] bits de poids 2111 2
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Arbre de Wallace

Calcul des n? produits partiels a; * b;
(exemple de 64 produits bit a bit)

pOidS 214 213 212 21 1 210 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20

nombre de bits ! 2

délait -| = ||~

délai2t | >~ -

délai3t |- — ¢

délaide - |- —F — v 7|~ ) Yy S S N O A

Vers addition rapide (10 bits)

La somme pondérée des bits qui entrent est égale a la somme pondérée des bits qui sortent !
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Algorithme de Dadda

Equations logiques et modele de délai

Xy z s—xDy®y 112134|5(6|7]8]7]6]|5]4]3]|2]1
Yoy
_ FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|HA
FA| | T ¢ xvyvxazvyrz FA|FA|FA|FA|FA|HA
vov o zedsExdytzoo 03235 45|65 |4]3]3]2]1]1
FA| |FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FA|FAlHA
HA[FA |HA
2113 |2]4l4lalal3]|3]2]2]1]1]1
, a FA| |FA|FA|FA|FA|FA|FA| |HA
a, {: # bits bld
bd:#FA 7| £1C 212113333321 ]3]1|1]1]1
c,c:# HA f
bt 2ee < FA|FA|[FA|FA|HA FA
%k *C<3a
f=a+d+e-2%b-c 2120222122222t |1]1]1]1
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Algorithme de Dadda

Modeéle de délai plus précis 1] 2/3/4]15/6]7]38]7]16]5/4)3]2]]1
plus b FA|FA|FA|FA|FA|FA FA|FA|FA| FA|FA/HA
. t T/2 FAIFAIFAIFAIFA
XYZ d rerenuce C S©
" ealoule 2 fois 1130 1] 2] 4203043113/ 2]1]o0]1
2 blus vite que FA FAl |FA|FAFA| |FA
—
c Y 4 SOMmMme s 1ol 204l 2]5|3]al2lal1]3|2]1]1
FA| |FA|FA FA|HAFA| |FAHA
2 1l 3] 1] 4| 3232113/ 1]o0]1]1
A FA| |FA|FA|HA|FA FA
b
C 21 210l 3222 113|3|0]2]1]1]1
a
a, h : # bits T B FAIFAl HA
b,d, f:#FA eglm 2020 13131 3[3|3/1/0[2[0[1]1]1
c,e,g:#HA (I h FA|FA|FA|FA| FA HA
3xd + 2% <
©=4 2l 2020 1l 1|tl1]o]l2l2lo0l1]1]1]1
h=a+b+c+ f+ g-3xd -2xe
2l 20 21 20 2| 22| 1] 2|2 1| 1] 1] 1|1
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Modeles de déelar de « FA »

XSy<z
(X arrive avant ou en méme temps que y)
(y arrive avant ou en méme temps que z)

s=max. (y+0,, z+0,)
c=2z+ 0,

Valeurs courantes :
0=1,0,=1,0,=1/2
0=1,0,=1/2,0,=1/2
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Rappel sur I’additionneur CS
(ou réducteur 4 donne 2)

n- . n- . n .
A=Y a2' B=2Y bi2' S=2 si2" aj,bi,si €10,1,2}

a;, b, a,b, a,b, a,b, a, b, a,b,
YYVY VYVYVYVY VYYVYVY VYVVY VYVYVY VYVVY

(Tl T ™

retenue S
0
sortante

La somme pondérée des bits qui entrent est égale a la somme pondérée des bits qui sortent !
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. 14
poids 2

nombre de bits !

délai1,5T —

delai3 T — —

T f'/‘//r////

Multiplieur arborescent

Calcul des n? produits partiels a; * b;

(exemple de 64 bits)
13 212 21 1 210 29 28 27 26 25 24 23 22
2 3 4 5 6 7 8 7 6 5 4 3

i
7l
ATV

Vers addition rapide (10 bits)

La somme pondérée des bits qui entrent est égale a la somme pondérée des bits qui sortent !
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1,57

€N
€ —

s

04\44_2

» 4 AN

Multiplieur arborescent

FA|CS

CS

FA
CS

CS
CS

CS
CS

CS|CS|CS
FA

FA

HA

FA

FA|FA

CS

CS

CS

CS

2
0
CS|CS|HA

FA

+1

+1

ou

CS

+1

+1

+1

+1

# bits a réduire

# retenue
horizontale

ou

FA

+1

+1
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Le nombre et
la position des
retenues qui
sortent sont les
meémes pour
les retenues
qui entrent

Modéle de réducteur

:ﬂ?///*
==

=

méme délai

YAV
N

Ce modele de
réducteur est
lut méme ré-
ducteur: les re-
tenues ne sont
pas uniformé-
ment réparties
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Comparaison de réducteur

N I [ N B

La retenue horizontale est cachée C S
Exemple de multiplication 8 bits par 8 bits: Pii’ f
Arbre de Wallace, modéle 1 délai=4 7 FA| ¢ 7 Xy z

v v -
cC S 05T
Arbre de Wallace, modele 2 délai=3,57 | 057T
C

Xyzt
vY +

Réducteur 4 donne 2 (CS) délar 37 % CS \i‘ I 157
v
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Code de Booth

code n-1 | (n-2)/2 |
de B B =2 b2’ B =2 4!
i=0 i=0
roduit n-l : (n-2)/2 .
pA * B A*xB = Z A*bi*zl AxB = 2 A*Ci*4l
i=0 i=0
valeurs des
Chiffres bi < {0’1} Ci € {_29 _19 Oa 19 2}
nombre
d'opérations n-1 (n-2)/2
type .. addition/
d'opération addition soustraction
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Conversion conventionnel en code de Booth

B =
n-2 n-2
2 . 2 .
Soient B”=2X by #2%! B’= X byit % 22" B=B”+B’=B” +(2%B’) -2%(1/2*B")
1=0 1=0 décalé a décalé a
termes de rang pair termes de rang impair gauche droite
211 211 211 211
CO

C4 C3 Cz Cl
C;=-2Dbp1 + byt by i€ {-2,-1,0,1,2}

la valeur d’un chiffre Cj est la

somme pondérée de ses bits

La somme pondérée des chiffres qui entrent est égale a la somme pondérée des chiffres qui sortent o
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Remarques sur le code de Booth

Entiers positifs 0 apiapns a3 as a1 ag O
n-1 . N \ L

A=Y a2 NG T Y
i=0 C(n-1)/2

Entiers signés b, bpobys b3 b b1 bo O
ho & MY

B= b, 2"4Y b; 2 Y T Y
1=0 Cn/2-1

La notation de Booth est redondante: (0 2),, = (1 5) 4

( c’est la notation symétrique de redondance minimale en base 4)
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Réecriture des chiffres en signe/valeur absolue

b2i+1

—_t et = — O OO O

cﬂ
(\®)

i o

—_t— O O = = OO

c. *AZ(S(—D(AAIX\/(Z*A)/\ZX))+S

La multiplication d’un nombre par un chiffre est plus aisée mais la valeur d’un
chiffre ¢; n’est plus la somme pondérée de ses bits (code signe + valeur absolue).

de cellul
Ix | 2X 3 bIZi-l preéggdeuntee
0010
1|00 DT x4
1 [0 |0 byi —
0 | 1 ]0 ’ % } )
0 | 1 i )i >
1 0 b vers cellule
1 0 i 2i+1  suivante
0 0
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Réduction de chiffres signes

1- Multiples du Multiplicande A 2- Addition des multiples
2#%A = -agas a4 a3 ap aj ag 0 B T
I*A:—a6368.534a38.28.130 S; e o o o o o o So
0*A= 00000000 T L L
C0*A=-11 1 1 1111 +1 Sse e 00 00 o) [%
'I*A_‘a636355153€25150+1 Sy e o o o o o o S3
-2%*A= agasasazazaiap | +1 i

ci*A =-d7dg d5 d4 d3 dr di do

3- Propagation des signes pour 1’addition

> -$,0 -$,0-8,0-5,0-s, = -1 5,1 5,1 5,1 5,15, +1
1
sallxa112x lgooo e o o o o
J _ lgl e ¢ o o o o o SO
182 e e o o o o o Sl
‘ 1§3 e e o o o o o 82

EZ w -1 _S4 e o o o ° S3
S, 1
1 5,07 80505
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Comparaison Booth-conventionnelle
I

Multiplication sans codage de Booth [o e e e e e o]
|.0.......0.0....|
. |O.........O.....|
nllgneSde |OO.......0.0....|
nbits | |ooooooo e o 0 0 0 o oolol
|O........O0.0...|
|................|
|.OO........OO...|
|O e 6 o o o ® 6 o6 o o o O...l
|O. e 6 o o o ® 6 o6 o o o O..l
|QOO.............|
|................|
|Q.O.........O...|
|................|

Multiplication avec codage de Booth

LR
n/21ign§sde _1|‘q}|§::::::::::::::ﬂ.\g .
(rhbits el 8
1|53'§ZIZZZZZIIZIIIII'|§@

e o 0o 0 0 0 o Multiplication 82
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Multiplieur rapide

n-1

multiplicande A =2, a;* 2

1=0
multiplieur n2 Arbre binaire
n-1 - 2 d'additionneurs
= . 1 . 1
2 iz—:(})1>x<2 :l/r\ 251*4 sans
o 1= .
Conversion propagation
de standard a 2n-1 |
"code de Booth" P=) si%2!
1=0

ai,bipi € {0,1}
ci € {-2,-1,0,1,2}
S 1 < {09192}

conversion de
"carry save" a
-y Standard

produit P=A * B= X p;*2!
i=0
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Conversion de CS a code de Booth

Si le produit est un addende, un multiplieur ou un dividende, il n’est pas
nécessaire de le convertir le « carry save » en notation conventionnelle.

n-1

n-2
, ::> 2 , Si € {09192}
P=X s;%2 P= 251*4 ci € {-2,-1,0,1,2}
.

1=0

S S6 S5 S4 S3 S> S1 SO
bt | bl | et | 1
FA FA FA

AR YR VR v

— + + — + + — + + — + +

o] A | A | A= | Z = |0

211 211 211 211 21
-’ -’ -’ - -’

C4q C3 Co C1 Co

d
d

La somme pondérée des chiffres qui entrent est égale a la somme pondérée des chiffres qui sortent
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Arithmetique des Residus

Alain GUYOT

Concurrent Integrated Systems
TIMA

Z8 (33)04765746 16
Alain.Guyot@imag.fr
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But

Opérateurs détectant les fautes
codes avec résidu modulo P
= valeurs de P pratiquement utilisées € {3, 7, 15, 31}

Opérateurs corrigeant les fautes
codes avec bi-résidu
= pas d’applications pratiques (?)

Opérateurs rapides
processeurs de traitement de signal utilisant le code a résidu (RNS)
— valeurs de P pratiquement utilisées telles que [ log, P <12
Opérateurs de Cryptographie

multiplication et exponentiation modulo P tres grand
= valeurs de P pratiquement utilisées: centaines a milliers de bits

Remarque: (
Dans cette partie nous nous limiterons a P petit llll (
llll I e
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Arbre de Wallace

Compter les bits a 1 dans une chaine

Tout assemblage cohérent de “FA” conserve la propri€té:
La somme pondeéree de ce qui sort est €gale a la somme pondeérée de ce qui entre.

i2¢3 33333673%3336758101313131415
AW Tk A Al ) ra rae
T3 | | | |
e LS L LS
#FA# ‘\IFA¢ < FA‘S%\; <
1=3 FA FA FA
##\_I #\_I#

Ce qui compte, c’est ce qu’on peut compter
Harpagon
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Construction d’un arbre de Wallace

24 23 2? 2! 20
22
7FA

7 8
2 FA 2 FA
2 5 4
1 FA 1 FA
3 4 2
1 FA 1 FA 1 HA
1 2 3 1
1 FA
1 3 1 1
1 FA
2 1 1 1
1 HA

poids des bits
22 bits a réduire

15 bits restant a la 1°¢ étape
11 bits restant a la 2°"¢ étape
9 bits restant a la 3" étape
7 bits restant a la 4°™° étape
6 bits restant a la 5" étape
5 bits restant a la 6°™° étape

resultat de 5 bits (22 = 5)
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Codes arithmeétiques décimaux

Ces opérations sont elles correctes ?

391 * 972 =390052
365481 + 44154 = 409535

365481 — 44154 = 331327

Soit A = 21 -

A est multiple de 9 s1 (a,

A est multiple de 11

si(-1)™la_, +(-1)2a ,+....—

891 * 969 = 854379

+a T ...

a, +a,) est multiple de 11.

.+ a, +a,) est multiple de 9.
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Codes arithmetiques

On note \A\P le reste de la division entiere de A par P.
0<|Al, <P-1.
Le nombre codé est CA, A\P )

Pour les opérations d’addition, soustraction, multiplication, on a:
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Opc¢rateurs arithmeétiques auto-testables

A ﬁg'_’ Opérateur

n SN |
. arithmeétique /m » S
‘AlP TE_’ (+9 T *)
! Tm
B— [, 1, Opérateur
k! arithmétique o k=[log,(P)] . |S)
B i (- [Tk i ’
K| modulo P v Tk
Réducteur
modulo P
— k k
A+B, =|A, +B; b J{
A_RB A B \ Controleur /
— = — double-rail
P P Plp ¢
Signal d’erreur
x — x
AxB, = A, #[Bl,|,
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Controleur auto-testable

Un contrdleur auto-testable a au moins 2 sorties
En pratique on utilise le code "double rail" :

* 01 10 : opération correcte

00 11 : erreur

bits d’information bits de vérification

L] N
[ VY Y

Hinn: JMfE 1]
AN AN AR A A

Convertisseur en code "double rail"

Porte "double rail"
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Op¢rateurs modulo P

Réaliser les opérateurs suivants
en minimisant colt et délai

A

k=[log,(P)]

HA‘P +‘B‘P‘P

] e
lAlPT’ Addition
|B|PT> modulo P
lAlPT» Multiplication
|B|PT’ modulo P

© HA‘P * ‘B‘P‘P
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Poids des bits modulo P

11 |
Soit A=), a; *2'

i=0
11 |
— 1
Alors\A|P—2ai*2 b
1=0 P
Poids di1 | adio0 dg asg a7 dg ds dq as ar a) do
des a; |2048(1024| 512 | 256 | 128 | 64 | 32 | 16 | 8 | 4 | 2 | 1
oX ol o0o|lo0o|lo0o]|o0o]|o0o] 0] 0| 0| 4 1
8
oX 4 2|1 42142114211
7
71 40 201421421421
9
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Carry End around Adder

a, b, a, b ay by
I I I O A
4 4 4 2 2 2 F11i]|%
FA FA FA
8 4 4 2 2 1 EE
] | <
Sy S So
S:‘A+B‘7

La valeur 0 de S a deux représentations: 000 ou 111

S=[A+B+e,

Cy = C, =(A+B+tc,) =8

A+B ||A+B};
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
7 0ou’7
8 1
9 2
10 3
11 4
12 5
13 6
14 7

Lorsque A+B=7,S =000 ou S =111 suivant la valeur initiale de ¢,

= On admet une double représentation de la valeur 0,
= 1l faut en tenir compte lors de la comparaison des résidus.
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Carry End around Adder rapide

calcul des p; et des g Po

EI;\

/—0

M

o
i

f']/_.

S S

S e o

A alg

o1 ] o]

|

7

il

Iy

génération de la somme Si=Pi® Gi.io




d11d10d9 dg d;d¢ dsdy A3 Ay A4

Réducteur modulo 7

Soit A = Ziioai %01

22 | 21 | 20
4 4 4
FA | FA | FA
3 3 3
FA | FA | FA
2 2 2
cFA«— FA «—FAq

1

1

1

FA FA FA
I I R
FA FA FA

I
FA FA FA
L L

Bits a reduire

Bits 1¢7¢ étape

Bits 2¢me étape

Bits 3¢m¢ étape
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Addition, soustraction, multiplication modulo 7

2

S = Ziz:OSi *2i

Al =203 2! B, = Zizzobi 2!
Bits a réduire
22 | 21 1 20 22 | 21 20 22 | 21 | 20
a a a a a a a,b,la,b,la, b
AR A e
g = A\ +\B\ ‘ : 1 ° a,b, a, by ay by
7Pl s=|Al, -[B,|, S AL =R
_ _H ‘7 ‘ ‘7‘7
-B=B-7

Modulo 98



Addition, soustraction, multiplication modulo 7

1
. Osi )

2
1=

S =

b, 2!

2
1=

Tables de Pithagore

7

S = HA‘7 *‘BM

0/1/2]3]4|5/6]|7

VAV AV AYAYAYAYAY

112123456 |Z

2121214161357

31Z2|3/6|2/5|1]4|Z

417214/1|5/2/6|3|Z

5121513111642 |7

612/6/5/4/3|2]1|Z

IRV AV AV AYAYAY AV AY/

‘A‘7 _‘B‘7 7

S =

;

0/1/2/3]4/5/6]|7

012/6/5/4/3 2]|1|Z

111/2/6]5/4|3/2]|1
2121112165432
313/2/1(2/6/5/4|3
414131212654

5/5/4/312/1/72]6]5

61654 32 1|Z]6

712165143 2|1|Z

A, +Bj;

S

0/1(2/3]4/5|6|7

0/Z2/1[2]3[4/5]6|Z
111/213(4]5/6|Z]1
212(3/4[(5]6|Z|1]|2
3/13/4/5/6(Z2/1]2]3
414/5|6|Z2|1]2|3|4

5/5/6[2]1(2]3]4]5

662|123 /4]|5]6

712112134 /5]|6|Z

0 ou 7 (double représentation)

Z:
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Exercices

1- Combien faut 1l de de bits pour exprimer le nombre de bits a 1
dans une chaine de n bits ?

2- Combien faut 1l de cellule FA (avec toutes les entrées utilisées)
pour compter les bits a 1 dans une chaine de n bits ?

3- Donnez le circuit qui calcule le reste modulo 7 d'un entier signé

représenté sur 13 bits: 11 .
A=-a,2") a;2'
1=0

4- Donner le circuit calculant la somme de deux nombres en
"signe, valeur absolue"
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Réducteur modulo 9

a,,a,0d9 ag a-a, a-a, a, a, a,a . 11 ~
11108 3 878 s f3 T2 Hi SOltA:Zizoai*Zl

FA FA FA 22 2t ] 2
1T 1T ] 4 4 4 | Bits a réduire
FA | FA | FA
v v.v v v v w X 3 3 3 | Bits 1 etape
FA FA FA FA | FA | FA
I
2 2 2 | Bits 2eme etape
cFA«— FA «— FA+4
N N N N N N N N 1 1 1 . ,
FA FA FA Bits 3¢m¢ etape
] ]
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La réduction modulo 7 est simple car

Periodicite (1)

23k‘ =1,
7

23k+1

7

=2,

23k+2

Deéfinition: la période de P est le plus petit entier j tel que ‘2j‘ =1
P

=4

7

Définition: la demi-période de P est le plus petit entier j tel que ‘ zj‘ =—1
P

P 3051719 1113|15/17|19]21(23[25|27/29|3133
demipériode | 1 |2 | -3 |5|6|-14|9|-|-11019 14| -|5
période 2141316]10(12/4 |8 |18|6 [11(20/18|28| 5 |10
P 35/37|39|41(43 4547495153 |55|57|59|61|63|65
demi période | - |18 - |10 7 | - | - | - | -126| -9 (29|30 6
période 12136122014 12|23 21| 8 |[52]20(1858|60| 6 |12
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Modulo P (P impair quelconque)

La demi-période n’existe pas pour tous les P, mais si elle existe
elles vaut la moiti¢ de la période, d’ou son nom.

Le calcul du reste modulo P commence par une réduction sur un
nombre de bits ¢gal a la demi-periode de P ou a defaut la période

de P.
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But
Reéaliser des diviseurs combinatoires rapides

Edition Affichage ¢ . ..
Probléme | 3 fonction addition
- Propagation de =
la retenue MC 7 3 g e . . e .
q algorithme de division
ME 4 5 E 2 4
kS 1 2 3 - 14
b+ ] +7- , + = .
Moyen portes logiques
Utiliser des additionneurs l

sans propagation de retenue
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Généralités / Plan

Algorithmes de Division

Multiplicatives Soustractives (récurrentes)
Goldschmidt A restauration
— Newton-Raphson — Sans restauration
f(Q) ) —— Sans propagation
= Qj+1:_Qj *(Z_A*QJ)

T _fv(Qj) — Avec réduction

La division de deux entier n'est en général pas un entier,
en conseéquence on introduit les rationnels (virgule fixe)

n-1
_ -1 _
A= Z ai2 —dps.ad] dp A3 A4 ....Adp2 Ap-1 _A:A+2—n+1
1=0
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Division récurrente: principes

On veut calculer Q = % -

On va construire une suite Qp, Q1, Q2,... Qn et une suite Rg, Ry, Ro,... Ry
telles que l'invariant A = Qj * D + Rj soit respecte V.
La récurrence est : Qj+1 =Qj + gj+1 * 271

Rj+1 =Rj— qj+1 * D * 2--1
avec comme ¢tat initial: Qo =0

Ro =A

N n .

Quand on s'arréte, ona Qn = Zizo qi * 21

On impose que le choix des qj soit tel que Rj — 0 quand j — oo.

On aura donc une approximation Qn de Q telle que Qn = _AI_)—RD avec Rn petit.

Comme la valeur de Q est bornée par I'implémentation ( | Q | <2),
il fautque -2 « D<A <2 %D (D doit étre suffisamment grand )
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Exemple de division récurrente en décimal

On veut calculer Q =272 :
Calcul des restes Valeurs Calcul des quotients | Valeurs
Ry =22 22 Qp:=0
R;=Ry—-3*D 01,0 Q:=Qp+3 3
R, =R;{-0,1 *D 00,30 Q:=Q;+0,1 3,1
R;:=R,-0,04 *D 00,020 Q3 :=Q,+0,04 3,14
R4 :=R53-0,002 * D |00,0060 Q4 := Q3+ 0,002 3,142
R5 :=R4—0,0008 * D |00,00040 |Qs5:=Q4+ 0,0008 3,1428
R¢ :=R5—0,00005 * D[ 00,000050 |Q¢:=Q5+0,00005 |3,14285

On verifieque 22 -0,3 =21,7 =7=3,1
22 -0,02 =21,98 =7=%3,14
22 - 0,006 =21,994 =7%3,142
22 -0,0004 =21,9996 =7 = 3,1428

22 -0,00005 =21,99995="7 % 3,14285
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Exemple de division récurrente en binaire

On veut calculer Q = %110

L’algorithme de division en base 2 est une transposition de 1’algorithme en base 10.
Calcul des restes Valeurs reste | Calcul des quotients |Valeurs du |Valeurs du
Ry :=10110 10110 Qp:=0 quotient | quotient
R; =Rg—10*D 01000 Qq :=Qpt+10 10 2
Ry =R;—-1%*D 00001 Qy:=0Q;+1 11 3
R; :=R,-0,0 *D 00001,0 Q; =Q,+0,0 11,0 3
R4 =R5-0,00 * D 00001,00 Q4 :=Q5+ 0,00 11,00 3
R5:=R4—0,001 * D |00000,001 Q5:=Q4+ 0,001 11,001 3,125
Rg :=R5—0,0000* D |00000,0010 | Qg := Qs+ 0,0000 11,0010 |[3,125
R7 :=Rg—0,00000 * D [ 00000,00100 | Q7 := Qg+ 0,00000 |[11,00100 |3,125
Rg := R7;—0,000001* D| 00000,000001 | Qg := Q7+ 0,000001 |11,001001 |3,140625

3,142 578125
3,1428 22265
3,142852783
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nouvelle valeur Rj +1

Diagramme de « Robertson »

(diviseur naif ou a restauration)

Invariant: 0 < Rj < 2%Dx*2-]

—

>

Dx2-] 2%D#*2-]
ancienne valeur Rj

si Rj 2 D#2-J alors
Rj+1 =Rj - D*2]
sinon Rj+1 =Ry

Récurrence
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Diviseur naif (a restauration)

ao¢ Ido a4

d ¢

e = si q alors d sinon d®c Dg

f=drgVv cAd \/E/\g

L FA

g

¢ Soustracteur conditionnel
q, % % % ()+ _— si Rj -D*2-1>0 alo.rs
q— T 64 Rj+] :=Rj- D#2]
| ’ sinon Rj+] :=Rj;
doit étre 0 %ﬁ & q e
d, i | AN S 128
doit étre 0 %ﬁ % q L
Ay [ | \ N 256
doit étre 0 % % % q |
: § T
d01t étre 0 reste Rs= A - D # QS
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Exemple de division récurrente sans restauration

Calcul des restes Valeurs du reste (sign¢) Calcul des quotients | Valeurs
Ry :=10110 10110 22 Qp:=0

R; =Ry—10*D 01000 8 Q; =Qp+ 10 10

R, =R;—-1*D 00001 1 Q,=Q;+1 11

R; =R,-0,1 *D 00101,1 -2,5 Q3:=Q,+0,1 11,1

R4 =R5+0,01 *D 00011,01 -0,75 Q4 :=Q3-0,01 11,01
Rs:=R4+ 0,001 * D 00000,001 0,125 Q5 :=Q4-0,001 11,001

R¢ :=Rs5—0,0001 =D |00000,1011 |-0,3125 Qg := Q5+ 0,0001 11,0011
R; :=R¢+0,00001 * D [00000,01101 |-0,09375 Q7:=Qg—0,00001 |11,00101
Rg :=R5+0,000001 * D[ 00000,000001| 0,015625 |Qg :=Q~—0,000001 |11,001001
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Division sans restauration

Invariant: -2%D#2-) < Rj < 2%D*2-]

Dw2-i A gj= _1. 9j = Tl si Rj > 0 alors
o > Rit{ :=R; - D#2-]
9 | TR
0 ¥ 0 //“r" sinon
1> > Rj+1 := Rj+D*27J;
-D*2-] . —>
2x«D#2-j Y 24 D%2-]
ancienne valeur Rj Récurence
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Diviseur sans restauration (2)
d ¢ e=d®q®c Dg
f=drg Vv q®end Vv q@cag

P AN I: I: AN t f v . Additionneur/soustracteur

q4 Y LT

este R=A - B * Q (peut étre négatif)
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Division signee

ao@do

< |_ Irg 5 ) I3 Ty

reste R = A - B * Q (peut étre negatif)
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Conversion du quotient

Le quotient Q s'écrit Q = 2 ?:0 q; * 2" avec q; € {-1,+1}. Pour le convertir on le réécrit:
Q= Z"?z-(l)qﬁkz_i :2’1 oq1*2 +Zn; 2" 21 =0 2"

D M R Ll .

" X 2 — 24"

" —2*(p0—1+z 1p1>x<2 2™
qQo 91 92 93 94

" :2*(—?0*20+Zi:-lpi*2-i+2-n-l) ,/,/XH nin
AN J 1
Y | [
Ceci est la notation en complément a 2 p; € {0,1}

Pi Po D1 P2 P3 Py

La conversion ne change pas la valeur . . C
Remarque: si on connait a priori le signe du

de Q mais seulement sa représentation résultat, I’inverseur n’est méme pas nécessaire
sous forme de chaine de bits
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Pesée a restauration

On ajoute 8§,
ca va

On ajoute 4,
c’est trop

On enleve 4
(restauration)

On ajoute 2,
c’est trop

On enleve 2
(restauration)

On essaye 1,
cava

Pesée sans restauration

O l __D
L 1

L |

b L }

On ajoute 8
sur le plus haut

On ajoute 4
sur le plus haut

On ajoute 2
sur le plus haut

On ajoute 1
sur le plus haut

On se sert de tous les poids

On pourrait peser un poids “negatif”
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Le "BS", mais c'est tres simple

) ] n-1 L n-1  ~ n-1 . - n-1 .
A=A -A =) a2"-) a;2" =) (aj-a)2"' =), a2"
1=0 1=0 1=0 1=0
a—ga a_ie {091} aj € {_19091}
Addition hybride S=A +B ai, sie t-1,0,1} bije {0,1}
aO bO a1 bl a2 b2 a3 b3 a4 b4 a5 bS
Fl+ FL o+ F+ P+ Fie Fo4
\ 2 2 \ 2 N \ 2 2R | \ 2 2 \ 2 2 \ 2 2 |
+ — + + — + + — + + — + + — + + — + retenue
+ - + - + - + - + - + -
Retenue entrante
sortante / / / / / —
- + -+ -+ -+ -+ -+
S, S, S, S, S, S,
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Avec ou Sans propagation

Type d'opération

Additionner de deux nombres en BS
(A+ B)=S

Déterminer le signe d'un nombre en BS --------

(0001>0 ?)

Forcer a 0 les poids forts d'un nombre petit -----

1110=0010

Convertir de notation BS a Standard
0101=0011

Avec

u

Avec

u

Avec

u

Avec

.

Propagation de Retenue

Sans

u

Sans

u

Sans

u

Sans

.

Division 120



., utilite du BS 77

113 1 .
... Comment utiliser cetteer.c e 0S¥ == de notation ???
- Sans comparaison
- Sans ¢limination de chiffres non significatifs

- Avec un cout de conversion exorbitant

Dans un algorithme comme la DIVISION
RAPIDE

Divide ut regnes Machiavel
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Diviseur en notation "BS"

dividende A
Q = A=D (reste initial)  diviseur D
./ ¥
suite d'

conversion additionneurs/
de "borrow save" C soustracteurs

3 standard en notation
f "borrow save"
quotient U

n .
Q:Zpi*z-l R
1=0

pi€ {0,1}
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Diviseur régulier en notation "borrow save"

el

d;

N

a

d4 5)

bl

Ik

K

L
h -

ks \\
O
: £

Q\V‘qu Yy ql Vqu % ++
conversion du quotient

v v .V v

quotient
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Format du reste partiel R,

n
On suppose D normalisé 1 <D <2: D=) di2" dp=I
i=0

J

Donc -4<-2DSRj*2 <+2D <4 .

Pour étre additionn¢ ou soustrait rapidement, Rj est ecrit en “BS”

Pour avoir une écriture bornée de Rj, les 2 premiers chiffres de Rj
ne peuvent pas €tre non nul de signe différent
. n .
: N ;2710 _
RJ * 2J Z 1 — T T 1 Tg,I11p I'3...... I'n ro*r1.1> 0

1=-2
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Choix de l'opération a executer

[teration a I’etape j: Rj+1 :==Rj - qj * D * 27 avec qj € {-1,0,+1}

Pour determiner I’operation qj a executer a I'etape j,
1l suffit d’examiner les 3 premiers chitfres de Rj seulement.

Condition de convergence: |Rj |<2 %D * 27 — |Rj+1 |<2 D #2731

Examende rorq 1o

r2r1 etro -1 x x ’ ’
0 -1 x} -2#D*27 ) <Rj <0 = Rj+1 =Rj+D * 27
0 0 -1
0 0 0 -2<Rj<+27=> Rj+] =R;
0 0 +1 _ _
0 +1 x 0 <Rj<2#D*27) — Rj+1 =Rj—D * 27
+] x X

A . A .
On introduit R = 4%*r. + 2*r.1 +10, “estimation” de Rj*2] -1<R—Rj>x<2J <1
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nouvelle valeur Rj +1

Division SRT

Invariant: -2%D#*2-) < Rj < 2%Dx*2-]

qj=-1 qj=0
o qi=—1 qi=0 4 qgq=+I qi =+1
D#)-] i | i | i
| |
| . | .
. " 20 %
~ A A o Y. N >
0 V4 [ Q,\X\ //V I
_ X\ | . ><\’ I
<& | o '
| |
. | |
_D*2_J . . l . .
2%D%2-]  -D*2-] 0 D#2-]  2%D%2-]

ancienne valeur Rj
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nouvelle valeur Rj +1

Division SRT (2)

AN
estimateur R (entier)

valeur mmmumde D =1

. .
-1<R—Rj>x<2J <1
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Etage de diviseur

Entrées: R ( en redondant) et D (conventionnel)

VAN
R
oo+ g -2 d1_+ d2_+ d3_+ dn_+
I‘_21‘_2 I‘_l I‘_l r() r() ‘ I‘l 1'1 ‘ 1'2 I‘2 I‘3 1'3 I‘n I‘n
vy vV YV YVYY Y¥YVY vvy vyvy
+ -+ -+ + - + + - 4+ + - + + - + i
téte queue queue queue queue qJ;r
- T - + - + - + - + - Sﬁ\
R e L
S.154 S0S S1 54 d] Sy S d2 S3 S3 d3 Sq Sy dn
Sorties: S ( en redondant) et D (conventionnel)
[ /\ .
siR<0 alorsS=R+D { add et sous sans propagation}
VAN
sinonsiR>0 alorsS=R-D
sinon S =R
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Roles de la tete et de la queue

A
e T e d1_+ d2_+ d3-+ dn-+
R R O I B S L [ e
vV \ 2 4 YV VvV VYV \ 20 2 | \ 28 A |
-+ - + + + + + + -+ + - 4]
téte queue queue queue | queue q~'+
-t + - + - + - - q
|| — == | == | —— ] J
vV, A A AR vy,
S.15-1 5050 S151 g, 2% g, 3353 (g, n S g
Tete: Queue:

1- Déterminer I'opé€ration a exeécuter
(add, sous ou rien)

2- Executer cette opération sur les
chiffres de téte

3- Recoder le reésultat pour ¢liminer
le chiffre poids fort s-

- Exécuter l'opération
(add, sous ou rien)
sur les chiffres de queue
sans retenue propage

- Transmettre D décale vers les

poids faibles

Division 129



Equations d'une cellule de queue

dj
r.- 1t
!
\ A A 4
+ -+ -
q
queue L
+ q+
s.Jr g. di
1-1 1

< téte

><

queue

D=0 1.d d,d;d,...q
“D=(2)0/d, d, dy dy....d, +(2 )

Equation arithmétique

2% s{=s{ =i -1 Hq] d;+ ¢ ;)

+ -
2%8. +s =71

1
+

1

+ri_+(qur d;+ qJT d;)

Les controles qJT et q}r arrivent apres les autres
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Optimisation de la cellule de queue

A — + . \
Les contrdles q j etq; arrivent apres les autres dans la queue

+ - + - + -+
f-zll'-z f-lf-1 {0 Il‘o {i rli clli
VY VVY VY + - VWYYV
Modeles d 4% 9
odeles de A Do o
délai recherchés tete T3 queue| |delai T
T T T + - I |
VY, Yoq g v. V.
Slsl S0 Sll Si
+ _
queue Si-1 S
+ + ., = 4+ Ty T + — =
- + . .= +., _ + —
a; | @iArveviad | rieried,
+ + . — 4+ ——
q;V4; (rinry) r; ®rj
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Equations du bloc de téte

A + _ + _ + A
R':4*(T2 r2)+2*( r;-ry; )t (ro-19) R
. T /_\ n R
—(R>0) q] -—(R<0) 5 SO 1 S {8
Sl qJ alors 2, :=R-2 Yy v v vy
VAN -+ -+ +_q
sinon siqj alors 2t =R+1 tote ]
shnonzout =0 |— |+ |- — qTL
S.1 & (Zout >0) ; Vv, v J
- . S, S S
S.1 .= (Zout <-2 )+9 1 k
- e— sk - .
S0 °_20ut -2 (S—l 'S—l)a + + T 4+ —C i 4+ 4+ —C
q; =12+ (ry ry +13r0To+1; 19 To);
S S s o S
qj =L tro (rog 1 trrorog+ 1y 1o Tp);

_I_

y, + —— 4+ - T 4+ —— 4+ <
: S_1 ::I'_Q(I'_l"‘ rq+trorog)t rnh 1] 1 Yo Yo

- - + - T+ - T+ +F - T+ -
S =Io(rqg+tr+roro)tro rariro Io;

; i + , . ) 0.
S0:=¢q; @10 @ To { seuls chiffres de poids 2 |
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Condition arithmetique

VAN /\
R
ryr, rir, Tolp -1 O 1
L A S g \¢§\>¢??%?///
- - -t NV Y
tete invalide-3 -2 -1 0 1 2 invalide
o] )
1S, So I1 faut que -4 <R < +4

4 < 0% < RJ*2J <2%D < 4
-1<R—RJ>x<2J <1

=>—5<R<5
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Le Quotient est en notation BS
= 1l faut le convertir

-+ -+ + - + +
L2l SIS foro ¢y o ?2 T2 431313 (ﬂn fn Tn
\ A / \ A 4 \ 2 / s VYN < VY v VW
-+ -+ + + + + + + + + -+
téte queue queue queue | queue q~'+
- F - + - + - + - + - /}q
N _— 1 — 1 — —
V.V, vV, vV, V.V, V.V, \ A A
S.15.1 5050 5181 52 % 53 83 Sn Sn
La conversion ne change pas la valeur de Q mais seulement sa +
représentation sous forme de chaine de bits. qj_ qdi - 4

La somme pondérée des bits qui entrent dans le convertisseur
est ¢gale a la somme pondérée des bits qui en sortent.

qu {_1909—'_1}
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Conversion de "borrow save'" a standard

n n o
1=0 0 =
tous simultanément

do 491 9o qd,
I I

soustracteur rapide

L'additionneur doit étre tres rapide

¥
dernier < premier
do 91 9o q
I I Y R A ”n . :
. ) Le délai de propagation de la retenue sur une
Soustracteur a propagation position doit €tre inférieur au retard entre 2 (]
premier > dernier

do 491 9o qd,
I I

soustracteur’ tres spécial

On veut le résultat des que (p est prét
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Conversion de "borrow save'" a standard (2)

génération des p, etdes g . qi€ {-1,0,+1}

® @ . qi | pi gi
| lilr -11 01
| Le et 0| 10
(AT, aVIRAYT) T L].r" +11 0 0
- A atif X I I 1K
ol it il i
- Idempotent (1 [ [ III
- Croissant (inverseurs) .;II'I.I.I'I I

Gl
SO
génération de la somme Si= Pi® Gi.ip

si€ {0,1}
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Conversion de "borrow save" a standard (3)

qi€ {-1,0,+1}  pi€{0,1}

séquentiellement séquentiellement
poids faibles d'abord poids forts d'abord
H:r__
ol ify
[
o gl
ul i i
= s i
=l o s of e e
o i i
o o v i e f i i
= s i T s s
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Conversion de "borrow save" a standard (4)

31 3029 28 27 26 25 2423 22 21201918 17 16 15 1413 121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

[f* NERRR
ull Convertisseur
: ]‘_D‘— Ly lent et
ol de faible cout
ull
u
udl
nll
m
ull
ull [
uyuyuyugugli ml
CFeF e Cror R R erererr ey ] | | | | | |
e Er O OO R PR R R R O O
g o g o g o g f s v
sl s gl ol s s g s e



Formes du convertisseur

L1 ]]
[m] | | | ]
100 [m]
100 u] | ]
OOoooo [u] [u]
000000 [m] [m]
000000 [m] [m]
000000 [m] [m]
000000 [m] [m] [m]
[m] 000000 oo [m] oog
oo 000000 m] m] oog
ooo O00000000000000000000000000000000000000000000000000
oooog O000000000000000000000000000000000000000000000000000
ooooo O00000000000000000000000000000000000000000000000000040
oooooo O000000000000000000000000000000000000000000000000000a00
oooooog
Oooooooog
Ooooooooog
Ooo0oooooog 1 1
Oo0oo0ooooog b
BoneRneee,
OoOoooooooooooo [JEEEEEE EEEEEEE
O00000000000000 Ooooooo mjmimiminimim] 1 1 1 111111 F1]
OoOooooooooooooooo 10000L 10000L 10000L OooooooooooodnaEnn
OoO0OooOoooooooooood OO0O0000000000000o OO0O0000000000000000000000
OO0 o000 OO0O000000000000000 OO0O0000000000000 OO0O0000
OO0O0000 00000000 OO0O0000000000000 OO0O0000 ]
OO0O0000 00000000 OO0O0000000000000 OO0O0000 ulm|
0 O0O00000000000000000000000000000000000000000 u[mm]
000 O 0o OOO00O00000000000000000000000000000000000000 ooo
ujulm ] ujulm
ujulm ] 0000
HEE Sl el e 1,2
=[als = nooooog
=1sts = =E=== ANEEEEEEEEEEEEEE
SAE = a[u[n]n]n ooooog OOoOOOEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
SAE = a[u[n]n]n Oooog O0000000000000000000000000 N EEEEEE
== = a[alu]uls 0Oooog O00000000000000000000000000000000EEEE
== = a[alu]uls OO00og O0000000000000000000000000000000000000m0
alalw DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD
ujulm
u] OO0 ]
u] u] 1,5
g g o
[m] [m] o0 ENEEEEE ENEEEEEEEEEEER
[w] [w] o0 00000000000000000000000000000000NEEEEEEEEEEEN
[w] [w] oooo 000000 00000 000000 OO0O0000000000000000EEEEE
[w] [w] [w] 10000 1000L 10000 1000000000000000000000088
E E E 10000L 1000L 10000L 10000000000000000000000000
1
u] u] u]
u] u] u]
u] u] u]
: : :
u] u] [m] EIEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
u] u] O OooooOoooodooooooooodOOEEEIEEEEE
[m] [m] a OoOOo000000ooooooogoooooogoooooonn
O0O0000000000000000000000000000000000
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IR W,

Wi

Un algorithme de division rapide a €t¢ proposé:

- Les Additions/Soustraction ne propagent pas la retenue

- Le calcul, le recodage et le test du reste partiel
sont effectu¢s simultanément (et non sequentiellement)

- Les lignes longues et leurs amplis sont eliminées du
chemin critique

- Un nouvel algorithme de conversion du quotient, rapide et
peu coliteux, a €t¢ introduit.
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Extraction de Racine carrée matérielle

Alain GUYOT

Concurrent Integrated Systems
TIMA

B (33)04765746 16

Alain.Guyot@imag.fr
http://tima-cmp.imag.fr/Homepages/guyot
Techniques de I'Informatique et de la Microélectronique
pour I'Architecture. Unité associée au C.N.R.S. n° B0706
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But: Réaliser des extracteurs de racine carrée

Optimiser la surface et/ou la vitesse

Problémes

- Propagation de

la retenue

Moyen

Utiliser des additionneurs
sans propagation de retenue

Calculator

3141292654
ash acs

combinatoires rapides

fonction quadrateur

algorithme d’extraction

architecture

l
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Geénéralites sur la racine carrée

n-1
Nous calculerons la racine d’un nombre normalis¢ A tel que 1 <A <4. A=2*a_1+ Z a;* 2"
1=0

Alors Q = %/X est €galement normalisé: 1 <Q < 2.

De méme que I’architecture d’un diviseur (naif) se déduit de 1’architecture d’un multiplieur (naif)
I’architecture d’un extracteur de racine carrée se deduit de celle d’un quadrateur.

Les algorithmes d’extraction de racine carrée se déduisent également des algorithmes de division car:

s1Q = A alors Q = %/K
Q
Algorithme naif: Qo :=1;
si (Qj + 2'J"1)2 < A alors Qj+1 :=Q;+ 2-j-1
sinon Qj+1 :=Qj;
A
—)

1
Iteration de Héron: Q = —(Q it
2 Q j
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Quadrateur

j .
On veut maintenir I'invariant Qp; = R? Vi Rj= > riZ'1
1=0

Donc quand Rj+1 := R + rj+1 * 271 alors
(Rj+1)? == (Rj)? + rj+1 % (2 % Rj + 27-1 ) % 29-1
Ro:=10;Q0:=Ro;j:=0;
Tantque j < précision_requise faire
jEirl
Qjit2 = Qoj + 1j41 * (2% Rj+ 271 ) % 21

Rj+1 :=Rj + 1j+1 *(Q
Fintantque

concatenations
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Quadrateur a simplifier

b ¢ e=b®(grc)®d
00 01 q ! f=bad Vv grcad v gacab
Yy vy f<1 FA —d Cellule: Full-Adder Conditionné
~ 0 ;i
€
0 00 0 1 Ro=ro
vy v\;\ vy v v Ri=ro..r;i il
< FRN ~ — | Riri=Ri+rin*2
0 0 \ \ 00 01 R&= (Ri+rir % 2 )2 .
— 2 . - .
IR Y b N D N <R (R& 0D 2 i

AN > AN “— concaténation

N N N N ~ 1
N N N N 0
I e e e e e Y
9, 9o 9 9, 43 Ay 5 6 45 g
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Quadrateur

Elimination des FA dont la sortie est égale a ['entrée

On montre facilement que [’avant dernier bit d 'un
carreé est toujours 0.

La forme naive d’un quadrateur est un losange

VR
N

]
T
i
)4

o1

dg
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Extracteur de racine carrée récurrent
(sans restauration )

On va construire une suite Qp, Q1, Q2,... Qn et une suite R, R2, R4,... Rop
On veut maintenir l'invariant (Qj)2=A-Ryj V j (Ryj— 0) {Ae[l4[}

Roj+2 == Raj — QF1 + Q" =Raj —(Qj + gje1 * 241+ Qf

Qr=11; Ro:=A-1001; j:=1;
Tantque JSprec1s10n_requ1se faire

j=jt;

si Rpj = 0 alors {gi+1= +1}
Qj+1 :=Qj+ 271 - —— concaténations
Roj2 = Ry; _(QJ * 27 +2°22)

sinon {gi+1= -1}
Q+1 =Qj— | |
Roj2 := Roj + ( Qj* 27 —27212)

finsinon ;

fintanque ;
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Exemple d’extraction de racine carree sans

restauration

4
si R2j = 0 alors
Roj+2 = Roj —Qj* 27 —2%2

Qjr1 = Qj+ 2"
sinon
Roj+2 :==Rypj + Qj * 27 — 222

Qjr1 :=Qj— 2it1

Calcul des restes Valeurs du reste (signé) | Calcul des racines| Valeurs
Ro:=1,111001 - 1,0 01,111001 | 1,890625 |Qq:=1 1
R, =Ry,—1-0,01 =Ry—1,01 00,111001 | 0,890625 | Q; :=Qp+ 0,1 1,1
R4 :=R,+0,11-0,0001 =R, +0,1011 11,101001 |-0,359375 [ Q, :=Q;—-0,01 1,01
R¢ :=R4—0,0101-0,000001:= R4 —0,010101| 00,010101 | 0,328125 | Q3 :=Q,+ 0,001 | 1,011
Rg :=Rg— 00,000000 | 0,000000 [ Q4 :=Q5+0,0001| 1,0111
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Extracteur de racine carrée

Qr:=1%21; Ry:= (a1* 21 ap*x22) - 0,01; j:=1;
Tantque j < précision requise faire

j=jt;
si Rpj = 0 alors
qj+1 =+l
sinon
qj+1 :=—1

finsinon ;
Qj+1 = Qj+ qj+1 * 27°1;
Roi+2 := (Roj + a2j+1* 2-2j-1 + agj+2 * 2-21-2) - q+1%* (Qj + qj+1*2-j-2) %27 ;
fintanque ;

On code en binaire pj+1 = 0 si qj+1 = +1 et pi+1 = 1 si gi+1 =—1 (signe de qj+1) .

Le cas général est pj+1= retenue sortante de I'opération add/sous (signe)

Rojg = (Roj + ajs1# 221 + apig % 2252 ) — (-1) P (Qiy & pje1 pje 1) * 24
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Extracteur de racine carrée (2)

sans restauration

a, 1
f$ P f e=b®q®c ®d
) q % f:b/\d\/q@c/\d\/q@c/\b
A d

a, a, 1 feq F
\ G\ vy :I| vy . Additionneur/soustracteur

1 ‘\l\\ ; ;\\ ifoql ii‘J

a3 | \\l\ \\;\ 2 a1

) ‘ \\v \\‘ ;\\¢ ﬁ)ﬁ ; :J

! [I 49 10!
) ,,\\ ‘\\ \4\\‘ +\\\w041 a
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Extracteur de racine carrée(3)

(examen des 3 premiers chiffres significatifs de R%)

Qo:=1%20; Ro:= (a1*2lar*x22)-1;j:=0;
Tantque j < précision_requise faire

R R

si le signe de Rpj n’est pas distinguable par I’examen de ses 3 premier chiffres alors
gj+1 := 0

sinon si R2j = 0 alors
qj+1 = +1

sinon
qj+1 =1

finsinon ;

Qj+1 = Qj + qgj+1 * 271
R2j+2 = (sz + aj+1%* 2-2j-1 + anj+2 * 2-2j-2 ) — (1% ( QJ — qj+1>l<2'j'2) % D) ;
fintanque ;
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Calcul du reste partiel Ry,

Itération générale: Rojez := (Roj + agjr1* 2707 + agjun # 2252 ) — qjey* (Qj— qjr1%292) 27 ;
Si qj+1= 0 alors R2j+2 o (sz + agj+1* 2-2j-1 4 aj+2 * 7-2j-2 )

Sigjr1=+lalors Roj2 = (Roj + agj+1* 2741 + agjup * 2°4-2) — Qj* 27 +2-242 ; {soustraction}
Sigj+1=-1alors  Roj+2 := (Roj + agj+1* 2-2j-1 + aj+2 * 2-2-2) + Qj * 27 + 222 ; {addition}

J
Par concaténation on a: =2 q;i * 27 avecq; € -1, 0, +1
J = -lq q

]
Pour effectuer ’addition/soustraction, on désire Q) ZjZlei * 21 avec pj € {0, +1}

Solution: convertir Q; “a la volée” ( changer la représentation en conservant la valeur).
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Conversion de la racine carrée

Par concaténation on a: Q= Z qi %21 avecqie {-1,0,+1}
Pour effectuer I’addition/soustraction, on desire  Qj = 2 pl %21 avec pj € {0, +1}

Solution: calculer simultanément les valeurs Qjet Pj= (Qj— 27)V j.
Ona Qjet (Qj- 27)eton veut obtenir Qj+1 et (Qj+1— 27-1) sans propagation de retenue

Sigjti=—lalors Q1 :=(Qj— 29) + 291, (Qj1—-271):= (Qj-27) ;

Siqgj+1= 0 alors  Qj+1:=Qj; (Qj+1 — 2701y == (Qj—27) +2791;
Si gj+1=+1alors Q1 :=Q; + 271, (Qir1-291) = Q;
. =gt —q-
Q Pi=(Q-29) T

I | qj+1=+1 (qjil)
. ! O~ [ ! 0)/ g1z -1 (q)
||

gji+1# 0 (q+1qu+1)

“l —_

Q1 P =(Qyur - 231 170 (91 v 95)
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Extraction de racine carrée sans propagation

Q=1%x21;P;:=0; Ry:= (a1* 21 apx22) - 001; j:=1;
Tantque j < précision_requise faire

j=jt L
si le signe de Rpj n’est pas distinguable par ’examen de ses 3 premier chiffres alors
Qj+1 =Qj;

Pj+1 =P +2791;
Roj2:= (Roj + agjs1* 27471 + apjup % 2722 ) ;
sinon si R2j > 0 alors

Q1 =Q + 291,

Pj+1 :: Qj ; . . . .

Roj+2:= (Roj + agj+1* 2781 + agjeo # 2722 ) — Qj* 27 + 222
sinon

Qj+1 =P; + 271,

Pj+1 =Pj ;

R2j+2 = (sz + aj+1%* 2-25-1 4 agj+2 * 2-2j-2 ) + QJ* 27 + 2-2j-2 X
finsinon ;
fintanque ;
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Roles de la tete et de la queue

Entre: Rpj*21  Qj R;

VAN
R
S i —>qQ Pt L 92P2 0 LB P3O
I’_2I'_2 I’_lr_l r 1‘0 r 1'1 1'2 1'2 r3 1'3
vy v v YV Y YV Y YYYYYYYY
-+ -+ - H |+ + - H [+ - H |+ -+ -
n i+l
tete queue queue queue N
-t . + -+ ] |+ - 4] -+ o+ 1
] I N S N |
\ A vV LA FRURER 20 SR A
I r ror ryr Ty T Iy T
-1 0% 0 Frlqipr 2 "2qep2 73 " 3@3p3
Sort: Rojyz 21 Qjx2°1  Ryx2-1
Téte: Queue:
1- Déterminer 1'opération a exécuter 1- Exécuter 'opération qj+1 = (add, sous ou rien)
qj+1 = (add, sous ou rien) sur les chiffres de queue sans retenue propagé
2- Exécuter cette opération sur les chiffres de téte 2- Transcoder Qj+1 de notation
3- Recoder le résultat pour éliminer le chiffre redondante BS a conventionnelle

poids fort r-2 en I’annulant
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Equations de la queue

Remarques:
1- Pour chaque tranche, R 2j+2 a 1 chiffre de moins a gauche et 2 chiffres de plus a droite que Ro;.

2- Pour chaque tranche Q j+1 et Pj+1 ont un bit de plus a droite que Qj et P;.

3- Pj=(Qj—27). Donc-Qj= -Pj—21i=Pj+2i-21 = Pj.

di Pi |
‘ r; I; Equation arithmetique
yvvy SR N A
— 2#1iatri =ri trit(q; Ap;iV qj Aq;)
4] Conversion
queue N B —
¥ - + 1 49 qi=(j ApiV qi A q;)
i —F
SN pi=(aj APiV qj A Q)
Vi \ B /
Fi-1 fi d; DPj
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Un algorithme d’extraction de racine carrée rapide a €t¢ proposé:

® - Les Additions/Soustraction ne propagent pas la retenue

5> - Le calcul, le recodage et le test du reste partiel
sont effectués simultanément (et non séquentiellement)

> - Les lignes longues et leurs amplis sont éliminées du
chemin critique

? - L’algorithme de conversion "a la volée" de la racine carrée,
introduit dans la division (page ..), peut €tre utilise.
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Virgule flottante

Dieu a cree les entiers naturels, tout le
reste a éeté fait par ['homme L. Kronecker

Alain GUYOT

Concurrent Integrated Systems
TIMA

Z8 (33)04765746 16
Alain.Guyot@imag.fr
http://tima-cmp.imag.fr/Homepages/guyot

Techniques de I'Informatique et de la Microélectronique
pour I'Architecture. Unité associée au C.N.R.S. n° B0706
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Dieu a creée les entiers naturels, tout le
reste a été fait par ['homme L. Kronecker

But de la virgule flottante: Représentation
et calcul des nombres réels.

Approximes par des rationnels
(avec une certaine erreur)

But du "standard": assurer la portabilité des logiciels de calcul.

Problemes d'implémentation: les opérations sur les réels sont
assez complexes et ont une grande influence sur les

performances de 1a machine
La puissance de calcul se mesure en MFLOP (million de flottant

par seconde). Actuellement de 5 a 200.

Solutions: 1- Anticipation
2- Prédiction
3- Spéculation ot 156



Standard ANSI/IEEE 754-1985 for
Binary Floating-Point Arithmetic

Le standard specifie:
1-Les formats virgule flottante simple et double précision normalisés
2-Les ¢chappement du format: £0, £ co , dénormalisé, nonnombres (NaN)
3-Les ope¢rations addition, soustraction, multiplication, division,
racine carrée, reste et comparaison (pas de fonction prévue)
4-Les conversions entre entiers et virgule flottante
5-Les conversions entre formats virgule flottante
6-Les conversions entre virgule flottante et chaine décimales
7-Les modes d'arrondi (trés important)
8-Les exceptions et leurs traitement

http://www.loria.fr/serveurs/CCH/documentation/IEEE7 54
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Format IEEE 754-1985 Reéels Normalisés

0

Mantisse normalisée format simple précision
1<m<2, m=1,1 31 22

~ A

exposant mantisse
22
Calcul de la valeur de V i | > R
r (Z T3 2 - 127) 2 Z_O i 2
V= (-1)"x2"7 X L
223

format double précision

A A
N~ -~

exposant mantisse

Champs et bits dans les champs rangés par importance décroissante
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Normalisation de la mantisse
(ou significande)

Avantages
1- Notation unique 11,00 = ! =3 1/2 non valide

1,10 2" =15 ce[1,2]
0,11 = S 0,75 % 2 non valide

2 - "1" avant la virgule implicite (peut €tre omis ou cach¢)

Inconvénients

1 - La valeur "0" ne s'exprime pas

min expo

2 - Les valeur "petites" (<2 ) ne s'expriment pas
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Représentation “biaisee” de 1’exposant

Avantages
Pas de "bit de signe".
1- Comparaison de nombres:
nombres en virgule flottante = entiers
(les champs sont par ordre de signification)

< . : —— > .
champs le plus significatif champs le moins significatif

2- Comparaison d’exposant
Inconvénients

Lorsqu’on ajoute deux exposants, il faut rajouter le biais
Lorsqu’on soustrait deux exposants, il faut retrancher le biais.

Remarque: la représentation biaisée (biased) s’appelle également la représentation par exces (excess)
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Format IEEE 754-1985: Limites

Longueur totale 32 bits 64 bits
mantisse + bit implicite 23 + 1 bits 52 + 1 bits
exposant 8 bits 11 bits

biais, max, min 127, +127,-126 |1023, +1023, -1022
domaine approximatif 2128 _38x1038 | 21024 _9x103"7
précision approximative 223 1077 252 1071
plus petit nombre normalise 2-126__10-38 2-1022 _10-308
plus petit nombre # 0 2148 p 1073

Mantisse normalisée =

1- Notation spéciale du 0
2- Notation spéciale de nombres "dénormalises”

3- Notations spéciales pour oo, +oo, —oo
et NaN (Not a Number )

Le rapport entre la masse de I’univers et celle du proton est d’environ 1078 (Paul Dirac)
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Standard IEEE 754-1985
Echappements des formats

Le standard spécifie pour les simple précision:
1-S1 e =255 et m # 0 alors v est NaN
2-Sie=255etm=0 alors v est (-1)°co
3-Si0<e<255alors v=(-1)*2 ¢! (1,m)
4-Sie=0etm# 0alorsv=(-1°2"12% (0,m) (dénormalisé)
5-Sie=0etm=0alorsv=(-1) 0

Le standard spécifie pour les double précision:
1-S1 e =2047 et m # 0 alors v est NaN
2-Sie=2047 etm =0 alors v est (-1)° oo
3-Si 0 < e <2047 alors v =(-1)%2 ¢1023 (1 m)
4-Sie=0etm=0alors v=(-1)°2"1922 (0,m) (dénormalisé)
5-Sie=0etm=0alorsv=(-1)° 0
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Standard IEEE 754-1985 Algebre d'exceptions

a b atb a*b a+b
0 0 0 0 NaN
0 y y4 0 0
0 oo oo NaN 0
X > () X 0 Z 0 co
y>0 X y 0, Z 0U oo 0,Zzouoco 0,Z0Uco
z>( X oo 0o 0o 0
60 0 oo NaN 60
oo y oo (0 @) (0.
0o o0 0o 0o NaN
co —00 NaN —00 NaN
0 NaN
y NaN
(e%e) NaN
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Standard IEEE 754-1985 Incohérence

: a=Lnn (Lnn est le plus grand nombre représentable)
b=a+a b= Lnn+Lnn =2 Lnn b =Lnn+Lnn = oo
c=b+a c=2(Lnn+ Lnn)=2 c=00 +Lnn= oo
d=1=+c¢ d=1+2=0,5 d=1+c0 =0

e=1+(d-0,5 e=1+(05-05)=00 e=1+(0-0,5)=-2

Exécution théorique Exécution réelle

" It makes me nervous to fly an airplane since I know they are
designed using floating-point arithmetic "

Anton Householder, un des peres de 1'algorithmique numeérique
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Nombres dénormalisés (1)
optionnels

But: combler le trou entre le plus petit nombre normalisé et 0.
On conserve la précision absolue de ce nombre, avec une précision
relative qui se dégrade.

dénormalise
précision absolue 2 a4
constante > < normalisé (précision relative constante=2 |2 )
________ Ol | I l L1 1 | 1 1 l ] | | I ] ] ] | | ] | )
- -125 -124
pas 2 126 ,\ pas 2 pas 2

plus petit nombre normalisé

plus petit nombre positif

Les nombre dénormalis€s sont seulement recommandés par la norme.
Leur usage est coliteux en délai et en matériel;
Un mode de calcul permet d'éviter leur usage pour une exécution plus rapide.
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Nombres dénormalisés (2)

min expo

Un résultat "tres petit" (<2 ) peut étre produit par:

1- Une soustraction de deux nombres "petits"
La soustraction de deux nombres "grands" donne
un nombre "grand" ou zéro.

2 - Une multiplication de deux nombres "petits"

3- Une division d'un dividende "petit" par un diviseur "grand"

Le matériel pour traiter le cas 1 et les cas 2 et 3 est tres différent.
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Domaines de representation du 32 bits

NaN - co normalisé -0 0 normalisé oo NaN

-|\_I | R T e RN
12-126 x 1 2127 x (2_2-23)

s=1 s=1 S = s=1 s=0 s=0 s=0 s=0
e=255 e=255 e# 0 e=0 e=10 ez0 e=255 e=255
m#0 m=0 e=# 255 ez 255 m=0 m#0
dénormalisé

NaN - oo normalisé - -00 D normalisé oo NaN
| i | | .,

2-126 x 223 '2-126x 1 2127y (2-2-23)

2-126 x (1-2-23)

s=1 S = s=1 s=1 s=0 s=0 s=0 s=0

e =255 ez0 e=0 e=0 e=0 e=0 ez0 e =255

m=20 e %255 m#0 m=0 m=0 m=#0 e %255 m=0
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Exemples d'addition

Nombres Binaire en Opérandes Résultat
Décimaux virgule flottante Alignés normalisé

1 102" 1.0 2"

+ 0,75 1127 0.11%2"
11127 | 1,1142°

1 102" 1.0 2"

+ 15 112" 1.1 %2°
10,1 «2° | 1,01%2"

1 1,0%2" 1,0 %2°

_ 075 | 11%2" | =011%2°
0012 " | 1.0% 27
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Addition flottante

sa sb ea eb ma mb
- |
M4 \|+v ¥ v 1
e - ~ , y tri du plus grand
1 = 'n_-ll % L q‘@-f\Jr—/ et du plus petit
l S = i
décaleur alignement de la mantisse
du plus petit
Ig:)) —cw— complémentation éventuelle
= du plus petit

exécution de l'opération
(addition ou soustraction)

normalisation (si possible)

arrondi du resultat

ST
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ea eb

-

7N

=

Addition (1)

Sélection du plus grand

ma mb

| e
o SRl

ea>eb

¢ + hd |~ comparateur

ea=¢eb

A>B Le signe du résultat est le signe du plus grand
mantisse du plus grand  Les mantisses étant positive, il faut
soustraire la plus petite de la plus
mantisse du plus petit grande
ea=¢eb , , . o , .
Pour aligner les bits de méme poids, il faut décaler la mantisse

abs (ea - eb) du plus petit de la différence des exposants

max (ea, eb) = exposant du plus grand  Si 4 et B sont de méme signe, ['exposant du résultat aura celle

valeur ou cette valeur plus 1 (dépend de la retenue sortante).
Si A et B sont de signe différent, l'exposant du résultat sera compris
entre cette valeur et cette valeur moins le nombre de bits de la mantisse
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Addition (2)

Alignement des mantisses

mantisse du plus petit

mantisse du plus grand

abs (ea - eb) . _ 3 _ )
décal \ Pour aligner les bits de méme poids, on décale vers
\dccaleur la droite celui de plus petit exposant.
n+3 n . ,
ea=c¢eb 0, 1 On garde 3 des bits sortant du décalage:
sa ' T | G: garde
— D inversion R: arrondi o _
sb sa#sb C: persistant, "ou logique" de tous les bits restant.
[ n+3
A4 On soustrait toujours la mantisse du plus petit de la
mantisse du plus grand
retenue
03 entrante

Pour aller plus vite, on peut ne pas attendre de savoir quelle est la mantisse du
plus grand lorsque les exposants sont ¢gaux en doublant I'additionneur et en
choisissant le résultat positif apres une soustraction.
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Addition (3) - Normalisation du résultat

mantisse du plus petit mantisse du plus grand

retenue
sortante

bit * .
poids fort |

max (ea, eb)

Si la retenue sortante vaut 1 alors décaler
< N ; , ¢ vaur 1 ax
le résultat d'une position a droite.

retenue sortante - \ 4 4 Si la retenue vaut 0 et le bit poids fort vaut 1
I | alors le nombre est normalisé (1<n<2)

| Le résultat doit étre arrondi suivant le mode

choisi
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Addition (3°) - Normalisation du résultat

mantisse du plus petit mantisse du plus grand

max (ea, eb) I

;;;;;;;;;;;;;;;

| ZLD calcule le nombre n de bits a 0 en

comparateur \\ZL"C\I :  poids forts.

| : Ondecale la mantisse vers la droite de

+ Vo min (n, max(ea, eb)+{ ) positions pour la
" :  renormaliser tout en évitant un exposant
nombre de positions / o, : . /
7 décaleur/ : négatifou nul.
-1 On soustrait le nombre de positions de
X _ l'exposant
. _ |
hV4
- mr

Il faut renormaliser le résultat de plusieurs positions uniquement en cas

de soustraction de nombre de méme exposant.

Dans ce cas il n'y a pas d'arrondi

Pour aller plus vite, on peut prédire le nombre de Zéros en poids forts

a partir des opérandes de la soustraction et non a partir du résultat de la soustraction
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Arrondi

On effectue des opérations arithmétiques sur des réels représentables en format IEEE.

Le résultat d’une addition, d’une soustraction ou d’une multiplication peut étre évalué sans
erreur, mais le résultat peut ne pas €tre représentable en format IEEE.

Le résultat d’une division ou d’une extraction de racine carrée peut ne pas €tre
¢valuable sans erreur sur un nombre fini de bits, (c’est pourquoi il y a un reste).

L’arrondi est destin€ a trouver une représentation non exacte mais cependant acceptable.

De nombreux travaux ont porté sur la génération et la propagation des erreurs d’arrondi.

résultat interne valeur représentable

| | l | | | >

résultat “vrai”
(nombre infini de chiffres)
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Modes d'arrondi (1)

y,
8 A 7
I —
a /
A
SO A IS
ot I=SA(RVC)
/
P el Z¢ro négatif
—
A /"
o [ —
& /
o ¢
, 10
—e [ I1=0
/
: troncature
/

p—
g A .
¢ |
% /
S
.“““l.'/““““””I”””>
/ —
—* [=SA(RVC)
/
—
/
' 1
o, a
N
wnn Q| /
S 8T
A S
/ —
el [=RA(CVP)
A - mode par défaut
pa
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Modes d'arrondi (2)

VEIS - oo vers + oo

Résultat de calcul

PV VP VVYYEEENVUCUUIIN

valeurs représentable en IEEE754

vers 0 vers le plus proche

Dhh b 4444 AAAAAAAA

Flottant 179



Materiel pour 'arrondi

Principe de I’arrondi 1- Le résultat est calcule en précision infinie (sans perte d’information)
2- Le résultat précédent est traité pour tenir dans un format virgule flottante.

.IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIPIRIIIIIIII
IIIIIIIIIIII ’ HERE

I ou
\
C
etenue sortante
¢rnusoan\\ +1 /41_
V ‘ I=1(S,P,R, C, mode)
SICT T T T T TITTTTTITITTITTITITITITITIT]

Si 'arrondi provoque une retenue sortante # 0 alors le résultat est 2

mode d'arrondi  valeur de I
vers + oo [=SA(RVC)
VEIS - oo [=SA(RVC(C)
vers () [=0 B
vers + proche [=RA(CVP)
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Ameélioration de 1’ Addition Flottante

WEL:CII 2L E— e 4- Ant1c1per le Z1.C sans
= attendre la fin de

, ’addition/soustraction

deca@

------------------------------- “5- Anticiper le résultat de
< | *incrémenteur pour
‘ supprimer ce dernier

# I=f(S,P,R,C, mode)

mr

ST
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Addition a resultats multiples

Al lB Al lB

Calcul de p; et g Calcul de p; et g
i P; l &i i P; l 5i
Calcul des Calcul des
P et G P et G
i L et L 4P S
Sit17Pint @ (GigVP; AC) Si1 =P @ G,
i i+ p1+1@ (Gl,Ov PI,O)
S=A+B+c, l l

S=A+B S'=A+B+1

On peut calculer simultanément S=A+BetS’=A+ B+ 1
On peut étendre a plus de 2 sorties
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Valeur absolue de la différence

A B A B
AN SN
|A-B]| |A-B]|

Pour calculer |A—B| on calcule simultanément A-B et B-A avec un additionneur a 2 sorties.
SoitD=A+B+1=A-B.
SoitS=A+B=A-B-1=-(A-B-1)-1=B-A.

( on verifie facilement que D+S=0)

Oncalcule p, =a,®b, et g =a, Ab, Vi
puis on calcule G; , et P; ; avec un assemblage adéquat de cellules de Brent et Kung.
Onaalors d; =p; ® (G;, v P,y ets;=p, ® G,
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Comptage des zeros (1)

Soit une chaine de bits C

Chaine de bits C Long(C) = longueur de la chaine C (nombre de bits)
i n ZLC(C) =nombre de bits a zéro en poids forts de C
Comptage par dichotomie:
ZLC On coupe la chaine C en deux chaines C1 et C2.
Si ZLC(C1) < Long(C1) alors ZLC (C) = ZLC(C1)
rlng (n)] sinon ZLC(C) = Long(C1) + ZLC(C2)

Nombre de zéros . ,
s 1 Pour remplacer la comparaison ( <) par le test de 1 bit
en poids fort et replacer 1’addition ( + ) par une concaténation
ZLC(C) les longueurs sont des puissances de 2.

C

Cl 2

Flottant 184



Comptage des zeros (2)

Cl

C2

ZLC
(C1)

ZLC
(C2)

I xxx
0l xx
001x
0001
0000
0000
0000
0000

X XXX
X XXX
X XXX
X XXX
I xxx
01lxx
001x
0001

dra1dp

bbby
X X X
X X X
X X X
X X X

100
100
100
100

000
0|0 1
0|10
0|11

ZLC
©

d;d»dido

0000
0001
0010
00[11

ZLC(C1) ZLC(C2)

a,b, a;b, a3b,

0100
01/01
01(10
01[11

d,

e

ZLC(C)

%

100 /000

Si ZLC(C1) < Long(C1) alors ZLC (C) = ZLC(C1)
sinon ZLC(C) = Long(C1) + ZLC(C2)

avec Long(C1) = Long(C2) = 2!
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Arbre de comptage des zéros

Sop S; Sp S3 84 Ts T6 T7 Ts $9810511512813514515516517518519820521522523524525526527528529830831

T I 2 [ [ 2 L
ZLC2 ZLC2 ZLC2 ZLC2 ZLC2 ZLC2 ZLC2 ZLC2
ZLC3 ZLC3 ZLC3 ZLC3
d d
L L
ZLC4 ZLC4
d
L
ZLCS
a,b, a;b; a,b, a,b; a,b,

Nombre de zéros

a gauche dans S HJ
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Anticipation du comptage des zeros (1)

Probleme: prédire le nombre de zéros en poids forts de S = A — B sans calculer S.

On veut une chaine Q :
1- avec les mémes zéros poids forts que S
2- avec un temps de calcul tres court

A B A B

N\ adisw /= prdiccur N\ Addsub
S

Q
ZLC

e 18
A—-B D = nombre de zérosen A — B

D = nombre de zeros en poids forts du résultat
poids forts du résultat

On n’a pas de prédicteur a la fois précis et rapide
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Anticipation du comptage des zeros (2)

On peut prédire certains
bits s; de S a partir de p;, g;, k; et .y, 8,115 ki
mais pas tous (p,,, a droite)

qi =

qi =

qi =

qi= X

qi =

qi =

qi =

ki kiti|si= 0
Ki pir1|si= X
Ki i1 8=

pi Ki+1|si=

Pi Pi+1|Si— X
pi gi+1/si=0
gi Ki+1|$i=0
gi Pi+1|Si— X
gi gir|Si=1

qi =

gi

gi+1

qi =

On calcule la chaine
QQ comme ci-dessous
(on choisi des valeurs pour les x)

i kit
i Pi+1
i (Zi+1
i kit
i Pi+1
i 18i+1
i kit
i Pi+1

n’appartient pas a

o p* g k*
on choisi 0

%4 =(p; Ak )
:(a_i/\b_ivai/\bi)

A(ajy Vi)

Alors la chaine S=A - B, S >0 et la chaine Q ont le méme nombre de bits a zéro dans la

chaine p* ¢ k*. ¢’est a dire le méme nombre de zéros en poids forts a 1 pres.
9
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Anticipation du comptage des zeros (3)

A B
I I

calcul de p, et g,

calcul des
Pi’0 et Gi’0

calcul des s,

LC S

décaleur /

v

prédicteur

A B

|
calcul de p, et g

1 !

qi:ﬁi /\(pi+1vgi+l)

Q

L__7IC

calcul des
Pi,O et Gi,O

calcul des s,

ap /
décaleur
[

I—|>c>\ a]'usteltment \
v

L’imprécision du prédicteur demande un €tage d’ajustement

ZLD(S) < ZLD(S’) £ ZLD(S) + 1
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temps

Anticipation du comptage des zeros (4)

sa eama  sb eb mb sa eama sbeb mb
S S S S I S R 1
| ea - eb | (12 bits) | ea - eb | (12 bits)
A!ignement Alignement
mantisses (0 a 54 ) mantisses (0 a 54 )

Anticipation du

Addition/Soustraction — Addition/Soustraction ,
comptage des zéros

Comptage des zeros Renormalisation
(ZLC) mantisse (1 a -54)
.. Ajustement (0 ou 1)
Renormalisation )
mantisse (1 a-54) Arrondi

Arrondi
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Erreur de prediction

Une chaine de propagation de retenue ( # p*) commence soit par p*k, soit par p*g.
Le début de chaine p*k produit une retenue sortante a 0.
Le début de chaine p*g produit une retenue sortante a 1.

Soit S=A-BavecA>B,S>0.
Alors la chaine de retenues commence par p*g.
Soit D’ la longueur de la sous-chaine p*g k*.

Soit D le nombre de zéros en téte de S.
Si la chaine commence par p*g k*p* k alors D=D’
Si la chaine commence par p*g k*p* g alors D=D’-1

En résumé:

On sait que la chaine de propagation commence par p*g
On veut la longueur de la chaine p*g k*

On veut savoir si la chaine commence par p*g k*p*k.
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Prédiction de ’ajustement (1)

Transcodage Chaine a reconnaitre
Pi kiv1 = g p* g k* p* k
pi-1k; = nj
autre = z; transcodée en
z¥qz*n
A= O 1 0 0 1 0 1 1
B = O 0 0 O 1 1 0 O
AB 0 1 0 0 0 1 1 1
z qQ z z zZ n q (q
NN NN
Z n u
q\ « N
q n
\ /

y

Concaténation de chaines

chaine de droite

% Z qnyu
2 zZ|z qnyu
D qlquyuu
“ nlnnnnn
Sylyyyvyy
S ulu uuuu
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Preédiction de 1’ajustement (2)

Pollg P11y Polly P33 Pylly Pss Pellg P77 Pgllg Pollg Pyl o P10y P12 P3N 3 Prall Pys1s

Il I 1| 1|
Z qnyu
——] — T ——] ——] Z|7Z (Q nyu
— — — — qq u y u u
njn n n n n
' ' YIyyyyy
, , ulu uuuu
. 2yqn Zzyqn
. | ‘
727=277 | !
y=qnvyodvzy Hj y
q=qzVvzq
n=ndvzn wsj
Z y q n
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Prediction de 1’ajustement (3)

A B
correcteur . ' '
de prédiction prédicteur calcul de p, et g
_ | | I T f l
Qi =Pi A Kiyg q; =p; AKii calcul des
nj =pj_j A Kj .Pi’o ° Sio :
| | I\ZLC calcul des s,

/ décaleur /
/
v
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Prédiction de ’ajustement (4)

Sa €a ma

I

sb eb mb
v v 3

Sa €a ma

P4

sb eb mb
v v 3

| ea - eb | (12 bits)

Alignement
mantisses (0 a 54 )

| ea - eb | (12 bits)

Alignement
mantisses (0 a 54 )

Addition/Soustraction

Anticipation du
comptage des z€ros

Addition/Soustraction

Anticipation du
comptage des z€ros
prédiction ajustement

Renormalisation
mantisse (1 a-54)

Ajustement (0 ou 1)

Arrondi

Renormalisation
mantisse (1 a-54)

Arrondi
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Renormalisation et arrondi de la mantisse

mantisse du plus grand

mantisse du plus petit

1#! I=f(S,P,R, C, mode)

mr

Pour étre renormalisé, le résultat est soit
1- décalé a droite de 1 position

2- d¢ja normalisé

3- décalé¢ a gauche de 1 position

4- décalé a gauche de 2 positions ou plus

Dans le cas 4, | ea - eb | < 1, donc le décalage introduit
a gauche 1 zéro au moins.

Seuls les cas 1, 2 et 3 peuvent provoquer une propagation
de retenue pour 1’arrondi.

On peut « preécalculer » chacun de ces résultats avec un
additionneur a résultats multiples
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Arrondi speculatif

On precalcule 1- la mantisse du résultat,
2 -la mantisse du résultat +2 1sb
3 -la mantisse du résultat +1 Isb
4 -la mantisse du résultat +1/2 1sb

S

Additionneur a résultats multiples

i A+B ¢ A+B+1 ¢A+B+2 ¢A+B+4

Si ’arrondi du résultat est de
1- sans ajout (troncature)
2 -de une position a droite puis ajout
3 -de 0 position puis ajout
4 -de une position a gauche puis ajout

Alors le resultat est précalculé, sinon il n’y a pas besoin

d’addition puisqu’il n’y a pas de propagation de retenue.
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Addition/Soustraction speculative (1)

On spécule que | ea - eb | > 1 Eloigne
Alignement

1 - calculer n=|ea-eb |sur 12 bits
( détermine si la speéculation est correcte)

2 - décaler la mantisse du plus petit de
n positions a droite

2’ -Sin > 54 oun <1 alors abandon.

Normalisation

3 - Le nombre de position est donné par les 3
premiers bits du résultat avant normalisation

4 - La mantisse du résultat est décalé:
soit 1 position a droite (addition)
soit 0 position (addition ou soustraction)
soit 1 position a gauche (soustraction)

On spécule que | ea-eb | <1 Proche
Alignement

1 - le nombre de positions est donn¢ par les
2 derniers bits de ea et de eb

2 - décaler la mantisse du plus petit de
0 ou 1 position a droite

Normalisation

3 - pour une addition, le résultat est decale
de 0 ou 1 position a droite

3’ - pour une soustraction,
3°-1 calculer n = nombre de 0 en
poids forts
3°-2 décaler la mantisse du résultat de n

positions a gauche (introduire n zéros)
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temps

Addition/Soustraction speculative (2)

Sa €a ma

sb eb mb

N N N r

| ea - eb | (12 bits)

Alignement
opérandes (0 a 54 )

¥ s

A A A

ca - eb (2 bits)

Alignement (+1,0,-1)

Addition/Soustraction

Addition/Soustraction

Anticipation du
comptage des z€ros

Normalisation (+1,0,-1)

Normalisation
résultat (1 a -54)

Arrondi

Ajustement (0 ou 1)

Arrondi

\lIl/ 5 7 multiplexeurs
st er mr
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Calcul speculatif de (ea - eb )

On spécule que [ea-eb |< 1

On veut calculer (ea - eb) € {-1,0, 1}

On ne tient compte que des 2 derniers

bits de ea et de eb pour ce calcul

= Le calcul spéculatif de (ea - eb) est rapide

Remarque: dans les cases « ¢ {-1,0,1} », on peut mettre
¢ puisque cette spéculation sera abandonngs.

ea eb ea-eb
00 00
00 01
00 | 10 |g{-1,0,1}
00 11
01 00
01 01
01 10
01 11 |g{-1,0,1}
10 00 |¢{-1,0,1}
10 01
10 10
10 11
11 00
11 01 |¢{-1,0,1}
11 10
11 11
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Répartition des opérandes

100% A 100% A
90% 90%
80% 80%
70% 70%
60% 60%
50% 50%
40% 40%
30% 30%
20% § 20%
10% | " 0% s e,
0% & 0% it

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 >20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 >20
différence des exposants |ea-eb| distance de décalage a gauche
pour alignement pour renormalisation

Statistiquement, les deux branches de 1’addition spéculative sont prises (= 44%, = 56%)
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Multiplication flottante

sa sb mb

|
Arbre de

Wallace

| | !

1] %car_rlfvselect adder/
+1 |

AN

v * #

= | I

L -
retenue sortante |

ST cr mr

Multiplication des mantisses

Les bits poids faible servent pour
l'arrondi

Ajout des exposants

Si la retenue sortante vaut 1 alors
decaler le résultat d'une position a droite

L'arbre de Wallace étant difficile a implémenter, on utilise des variantes

On utilise aussi les arbres binaires (dits CS)

Seuls les sorties poids fort du multiplieur, en "carry save" sont additionnés.
On fait le Ou des autres sans les additionner pour I'arrondi.

Le matériel nécessaire au calcul d'un résultat dénormalisé n'est pas inclus dans ce schéma.
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Division flottante

sa sb ea eb biais ma mb
=
T .S
2 Diviseur
& || redondant
S
Q
/
/
retenue sortante |
ST er mr

Division des mantisses

Différence des exposants

Si le quotient est < I alors le décaler
de une position a gauche

La norme précise que le reste a le méme signe que le dividende.

Le matériel nécessaire a la production d'un résultat dénormalisé
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Racine Carrée flottante

Sa €a ma
| l Le biais est toujours impair
crreur * /
h_ , = L'exposant d'un carré est pair

imparité (bit faible)

- Avec des modifications mineures, un
.. @] - . . r
0 biais - 1 Z | Diviseur diviseur peut calculer la racine carrée
O]
2 Z || redondant
@)
— O
Sr cr mr

Les racines sont > 0 sauf V -0 = -0 (Standard IEEE)

Le matériel nécessaire a la production d'un résultat dénormalisé
n'est pas inclus dans ce schéma.
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Fonctions éleémentaires flottante

Les fonctions élémentaires sont transcendantes

Il n'est donc pas possible de prédire le nombre de bits a calculer pour un arrondi
au plus pres pour une mantisse de taille fixée

En conséquence la norme IEEE 754 ne prévoit rien pour le calcul des fonctions
¢lémentaires
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Conclusion

Les principales techniques d’accélération du calcul en virgule flottantes sont:
Parall¢lisme (vu)
Anticipation (vu)
Exécution spéculative (spécule sur la différence des exposants) (vu)
Pipe-line (non vu)
Réinjection en redondant (retenue non propagee) (non vu)
Autosynchrone (sans horloge) (non vu)
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Decaleur logarithmique

4

entrees

'
ri

=t£

[_I‘I:I

1

+t£'
4[{’

o

B

|H
T

L1

s
T

)
T

T
H

]
T

‘.')

| H

I
H

i

|~
H

e

L1

H
=

p
s

I“
H

o

P F

L1

s
H

[

i
H

o

T 1 el ur
i L il

Wn 1 ._ln_. ._lu_r
IJ- QHIJv llJv

1 1! 1lr 1r

== = == ==
,J. ] IJ‘[H IM,J.

T 1 Lir Lir

I

e
- h

-t

sorties

T

L1

1
™

M
T

H
T

)

i
H

-

e

e

1

1=
i

hlIJlFM-
5

m

‘."b

1

|_

[

T

IF

1

s
l_

i

s

IH
T

g dhdh JR g dR R Jh Rt JJr SR g8 0

I

L T L N O L A B U E:uL e

" i " IH s i ™ |H " I ™ IH ™ e s IH ™ s s IH s i ™ |H ™ I " IH i s

= JI“: T
IH IH

5

5

s

,F‘>O :

0 ou

1 position

L_{>O.

0 ou
2 positions

s

[—{>o.

0 ou
4 positions

8 positions

0 ou

siitk=>n alors e sinon 0

S.:
1

Flottant 207



R R R R R R R e R R R R
Tl T o L L L Lt L L L L Lo Lo L
T o s o o Lo L Lo o Lo Lo o Lo Lo Lo Lo
oy o o s Loy L Lo s L Lo o Lty Lo Lo Lo
PR L L5 L P LG LGt LT L
SR LaeL Sl e Lt L L L L Ly
T T e e o L L s L o L L s L
S gl bl b Ll
0 bbbl o b L L L L L L L L L 2
S 5 AR R R LA LR L LR LR LR LR Ly 3
T T T s L o Lt L Lo o Lo L Lo o L
D bl b L Lo Lok Lo Lk Lo Lok L
" _ghteta e s e e ot Lo o Lo Lo Lo L b
D bl e o L Lo b L L
O bl ot L Lo Lot Lo o ok Lo L s Lo
e e i b B b o B e b B e b B
§§55555555558585886¢
BiiiiERiiiiiiiis

Flottant 208



Autres formats virgule flottante

63 62616059 5857 56 5554 53 525150494847 46454443424140393837363534333231302928272625242322212019181716151413121110 9 8 7 6 5 43 2 1 0

signe mantisse

8 7 0
. , . exposant
mantisse (complément a 2) (complément 4 2)
virgule
MIL-STD-1750A (Base 2)
47 3938 0
exposant . , .
(complément a 2) mantisse (complément a 2)
“virgule
Atlas (Base 8)
5958 4847 0
exposant biaisé mantisse
signe mantisse "virgule
CDC 6600 (Base 2) g
464544 3938 0
exposant . .
(S, VA) mantisse (signe + valeur absolue)
signe mantisse . “virgule
signe exposant Burroughs B5500 (Base 2)
6362 48 47 0
exposant biaisé . .
complément a 2 mantisse (signe + valeur absolue)
virgule
8 Cray - 1 (Base 2)
63 4847 0
exposant biaisé . , .
complément 4 2 mantisse (complément a 2)
Tvirgule

Cyber 205 (Base 2)
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Fonctions ¢lementaires par materiel

Alain GUYOT

Concurrent Integrated Systems
TIMA

B (33)04765746 16

Alain. Guyot @imag .fr

http ://tima -cmp .imag .fr/~guyot
Techniques de I'Informatique etde la  Microélectronique
pour I'Architecture. Unité associée au C.N.R.S. n° B0706
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But
Réaliser des fonctions
( log, exp, sin, cos, arctg..

Optimiser la surface et la
vitesse par rapport au calcul
par développement limité

Moyens:

- Conversion de notation additive a
multiplicative

- Conversion de notation multiplicative
a additive

- Changement de base de numeération

2141592653501

fonction élémentaire

algorithme

implémentation

,
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Géncéralités / Plan

Fonctions Elémentaires

Polynomiales Addition/Décalage
Taylor - Base discreéte
Legendre Logarithme
— Chebyshev /Exponentielle

Sinus/Cosinus
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Calcul du logarithme et de I'exponentielle

n-1 . . n- i
X= 1 (1+2H)% & logX)= X p; log(l+ 27)
1= 1~

m-1 m-1
Y x; 2™ 271
io " 2y Vi
1 TZ 3 l Tél
n-1 exponent1elle n-1 .
H (1+ 27 ) S—> 2 p; log(1+ 27
= logarithme 1=0
I - passage de notation additive a multiplicative (pseudo division)
2 - passage de notation multiplicative a additive (pseudo multiplication)
3 - passage de la base 271 4 la base log(1 + 21) (pseudo division)
4 - passage de la base log(1 +21) a la base 21 (pseudo multiplication)

5- change la valeur mais pas la représentation
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Conversion de notation additive a multiplicative

n .
X=1+ 3y xi27
1=1

I X{XyX5....X

4

n

S
= = R:=1;
N & pour i:=1 jusqua n faire
+ P si, R+R *21<X alors
= e début R:=R+R*2 -1; p;:=1 fin
—_ = sinon p;:=0;
=B o
| ¥
<

La conversion ne change pas la valeur de X mais
seulement sa représentation sous forme de chaine de bits
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Valeurs numerique
n = 8 bits

log(2) =0,69314718
log(1,5) =0,40546511
log(1,25) =0,22314355
log(1,125) =0,11778304
log(1,0625) = 0,06062462

log(1,03125) =0,03077166

log(1,015625) = 0.01550419

log(1,0078125) = 0.00778214

log(1+ &) =
X= (1+p ¢*1) log(X)=p o * 0,69314718
*(1+p1%0,5) +p1 * 0,40546511
*(1+po*0,25) +po * 0,22314355
f(1+p3%0125) &= +p;«0,11778304
#*(1+p4=*0,0625) +p4 * 0,06062462
x(1+p s *0,03125) +ps * 0,03077166
«(1+pg* 0.015625) +pg * 001550419
. E 1 +p 7% 0,0078125) +p7 % 000778214
(1

+iR8) + Rg
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1,236 =1
+1
+0
+1
+0
+0
+1
+0
+

Exemple de calcul

* 0,69314718
* 0,40546511
* 0,22314355
* 0,11778304
* 0,06062462
* 0,03077166
* 0,01550419
* 0,00778214

0,00410048

* X X X X K K X

ANAN AN AN AN AN AN SN

po*l)
p1*0,5)
p 2 * 0,25)

e
++ 4+ +

+ +

R3)

Exemple: calcul de X = exp(1,236)

R =1,23600000
R1=0,54285282
R>=0,13738771
R3=0,13738771
R4 =0,01960467
R5=0,01960467
R6 =0,01960467
R7=0,00410048
Rg =0,00410048

—

p 3 * 0,125)

p 4 * 0,0625)

p 5 * 0,03125)
+p g * 0,015625)
p 7 * 0,0078125)

Y=log(X) = po * 0,69314718

+p * 040546511
+py * 022314355
+pj3 * 0,11778304
+py * 0,06062462
+ps * 0,03077166
+pg * 0,01550419
+p7 *x 0,00778214

+ Rg

exp(1,236)=( 1 + 1

|
«(1+1 %0,5)
*(1+0 % 0,25)

*(1+1 *0,125)
«(1+0 *0,0625)
x*(1+0 % 0,03125)
«(1+1 %0,015625)
*(1+0 % 0,0078125)
0,00410048)

*( 1+

X0 =1,00000000
X1=2,00000000
X2 =3,00000000
X3 =3,00000000
X4 =3,37500000
X5 =3,37500000
X6 =3,37500000
X7=3,42773437
Xg =3,42773437

3,44178808
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Exemple de calcul

X= (1+pox1) Y=1log(X) = pg * 0,69314718
#*(1+p1*0,5) +pq * 0,40546511
#(1+py = 0,25) +py * 0,22314355
f(1+p3 %0125 &= +p;*0.11778304
#(1+py*0,0625) +py * 0,06062462
x(1+ps*0,03125) +ps5 * 0,03077166
#(1+pg*0,015625) +pg * 0,01550419
#( 1 +p7*0,0078125) +p7 * 0,00778214
«*(1+ Rg) + Rg

Exemple: calcul de X = exp(Y)

- Ro=Y - Xo=
| %0,69314718 Ry = exp(Y)=(1+]_|* 1) Xy =
% 0,40546511 Rp= «(1+ |%0,5) Xy =
% 0,22314355 R3= #(1+_|*0,25) X3 =
% 0,11778304 Ry= #( 1+ _|*0,125) X4=
% 0,06062462 Rs= #(1+__|* 0,0625) Xs =
[« 0,03077166 Rg= #(1+_|%0,03125) X¢=
% 0,01550419 Ry = x(1+_|*0,015625) X7=
| [« 0,00778214 Rg= #(1+_|*0,0078125) Xg=
0,00410048 «(1+  0,00410048)
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(sinot )

\COS OC)

Calcul du sinus et du cosinus

n—1 ,
o= Ya;2"" a;ei0,+1]

1=0 @

n—1

o= Zoci arctg(Z_i) o € {-1,+1}

- @

(cos(oci arctg(Z_i )) —sin(oci arctg(Z_i ))\

(0)

Ksin(oci arctg(Z_i )) COS(OCi arctg(2_i )) )

1 - changement de base de I'angle o
2 - rotation de I'angle o

"/
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Réecriture de la rotation de ’angle o

sin (L cos(0; arctg(2") ) -sin(¢ arctg(27)) 0
=11
cos Ol ) i=01 sin(0; arctg(2"))  cos(® arctg(27)) |
ﬁ cos(% arctg(27)) 1 -tang(0; arctg(2") ) )
1 .
i=0 tang(Q; arctg(2) ) 1
[T cos(arctg(2™)) 1 -04 tang(arctg(2") ) )
x- | i
i=0 e (141} | 0 tang(arctg(2™) ) 1
sin (X - 0 1 o2 | [0
( ) =1 Vi+22 o
cos Ol / i=0 =0 | 2% [
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Calcul du sinus et du cosinus (1)

n—1 ,
o= Ya;2"" a;ei0,+1}

1=0 | .
Cette conversion change la représentation de o
mais pas la valeur de o

(a ’erreur de conversion pres)

n—1

o= Zoc arctg(z 1) o € {-1,+1}

1=0
@ valeur initiale

| T
sir1(JC n 1 04 :21
(cosoc)gk o 2! /H@

1 - changement de base de 1'angle o (pseudo division)

2 - conversion de multiplicative a additive (pseudo multiplications)
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Calcul du sinus et du cosinus (2)

n
| Ol=) oarctg2”) oy€e {-1,1}
1=0
_ . vecteurs
Pn (COS X, sm O ) perpendiculaires
Xi+] = Xj - 04 y; 27
\ Yi+1 ‘= Vi + O Xj 27
/
/
d 1 .
/ -1
oL 2
/
0 /\ —> X -

. 1
Py = (1/1%0\/ 1422, 0)
1:

( environ 0,607 252 935...)
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Valeurs numeriques

1 2 arctan(2)
0| 1.00000 00000 0.110 001 000 000 000
1] 0.10000 00000 0.011 010 100 100 001
21 0.01000 00000 0.001 110 000 010 010
31 0.00100 00000 0.000 111 001 000 000
41 0.00010 00000 0.000 011 100 100 000
51 0.00001 00000 0.000 001 110 101 100
6| 0.00000 10000 0.000 000 111 001 010
71 0.00000 01000 0.000 000 011 100 101
81 0.00000 00100 0.000 000 001 110 010
91 0.00000 00010 0.000 000 000 111 001

10| 0.00000 00001 0.000 000 000 011 100

La précision est significativement augmenté en normalisant les constantes
arctan(2) * 21, Pour n bits de précision il faut calculer avec n + log,(n) + 2 bits
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Bases discretes

Quels nombres peut-on €crire en base:

log(1+2Y)

ArcTg(2})
Cette question détermine le domaine des algorithmes de calcul de
logarithme et fonctions de trigonométrie.
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Tranche pour le calcul du sinus et du cosinus

reste -1 V&ﬁ

o ]
S R esn)

|
:\ Vol o +/- J+
j [
- i
reste j “ﬁ 1 Zj+1
pseudo division pseudo rotation

v

soit n = nombre de bits = nombre de pas
colit du jeme décaleur: (n-j) fils * j positions

Remarque: les calculs peuvent ¢également se faire sans propagation de retenue
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Rotateur Euclidien (1)

( 1magerie )

But: faire subir une rotation a un vecteur sans calcul explicite de sin et cos

Calcul de Rotateur
sinus et cosinus Euclidien

LK o) IR

)| )
Il v Il l

sin O cos o K(x cos 00 + y sin O)
K(- x sin0 +y cos Q)

Pour la rotation, il faut diviser le résultat par K

n .
Solution 1: Ecrire 1/K = .1_{) (1+¢€27) avec e.€ {-1,0,+1} et le minimum de €+ 0
-

i A-s'i 1 : iy
Solution 2: Décomposer 0. dans la base Arctg (2 +2" )tq. K= II N/ 1+ (25427 1)2
1=0

. ' *
soit proche d'une puissance de 2 Fonctions 225



Rotateur Euclidien (2)

1

Vi = Vit (&Y - %) 27+ € 0y x; 27

E B i i
1 (Xi) Xip1 = X T (& x+ 0 y) 27+ € 0 y; 2
1 1°71

—IX. —l. 1 1 !
o e [ [En
I

o =R
o T e

X i+1 Yi+1 X i+1 Yi+1
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Rotateur Euclidien (3)

o s S 1 s; s} dj arctg
(00 :Z(,) arctg (27°+di2™ ")

[
2]
P

0 0 3 +1 0844154
1 1 8 +1 0466768
. | 2> 1 6 +1 0476069
i Yi 3 2 14 +1 0245036
I 1 4 2 4 - 0185348
1 5 4 6 1+ 0,077967
gsi [EEA 6 4 10 1- 0061446
= = 7 5 1 0,031240
y v 8 6 0 0015624
> H-M | 9 7 0 0.007812
PR PR 1o 0 0001953
A;\ Vi '_dl_\ Vot 12 10 0 0,000977
Q. ) || 13 11 0 0.000488
l 14 12 0 0.000244
Xty Vi 15 13 0 0.000122
16 14 0 0.000061
18 . ;
K=V 1+ Q25125 =0,5000096618 i; %2 8 8’8888%
1=0 ’
0
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Opérateurs de
Calcul en-ligne

Alain GUYOT

Concurrent Integrated Systems
TIMA

Z8 (33) 04765746 16
Alain.Guyot@imag.fr
http://tima-cmp.imag.fr/~guyot/Cours/Arithmetique

Techniques de I'Informatique et de la Microélectronique

pour I'Architecture. Unité associée au C.N.R.S. n° B0706 )
Calcul en ligne 1



Operateurs en ligne

sortie

transmise
P ot

, horlo gel
entrees
recues "
en série .
chiffre a t
chiffre

en serie
chiffre a
chiffre

Exemples d'opé€rations en ligne

Addition 4 3 7 2
5391
T 9763

de droite a gauche
—

Maximum 7 8 9

1790
21790

de gauche a droite
—_—p

Calcul en ligne 2




Avantages des operateurs en ligne

N>

t
¢

Avantage 1: parallélisme a grain fin (niveau du chiffre)

AL,

| K[

I

_|_

COS

_>

> A cos (Ot + @)

chaque operateur travaille simultanément
( 2 multiplieurs, 1 additionneur, 1 cosinus)

Calcul en ligne 3



Avantages (2)

Avantage 2: la transmission recouvre l'exécution

g exemple: multiplication de deux grands entiers A et B

( Les grands entiers doivent €tre transmis en série)
< m | | «lp | o |
pasl |5 |5 w S8 | S; | em
o communication ¢ 8 ¢ O = B |8 Sx | S
memoire V- Y= - |2 |E« | B«
Em 3 w_v_ v°_ w__
l ¢ 4 pas 2 2
computation S <
o m v
* pas 3 % f
I communication =~ % < solution en
solution classique hgne‘:
sequentielle parallele

Calcul en ligne 4



Avantages (3)

Avantage 3: cablage

nombre  nombre

nombre

solution standard

chiffre chiffre

b

operateur
en-ligne

I

chiffre

solution en-ligne

Calcul en ligne 5



Bonnes Nouvelles

Presque toutes les opérations habituelles
peuvent étre calculées en ligne

Addition Maximum Sinus/cosinus
Multiplication Valeur Absolue  Tangente
Division Saturation Logarithme
Racine carrée Tri Exponentielle
Distance Scaling Polynomes
Euclidienne

Opérations non calculables en ligne

Reste g

Opérations modulaires

PGCD

Fonctions non continues

Arc sinus

Calcul en ligne 6



Op¢rations en serie

NOTATION Standard Standard Redondante
En - téte Poids faibles Poids forts Poids forts
addition X X (2)
multiplication X (1) X (2)
division X (2)
maximum X X
racine carrée X (2)

(1) Latence s1 on attend les poids forts
(2) Latence systématique

Calcul en ligne 7



Comment mesurer les opérateurs en-ligne

période : 1nverse de la fréquence d'horloge

latence: nombre d'étages de registres entre entrée et sortie

(ou combinaison des poids des entrées moins le poids de la sortie)
La période peut €tre ¢échangee contre de la latence

Quand des opérateurs sont mis en série:
période = max (périodes)
latence = X (latences) sur le chemin critique
(la latence peut devenir prédominante)  calcul enligne 8



Question: Quel est le rapport colt/performance

J @* 1 - Délai

construction habituelle

operation naive | usuelle |optimisée en-ligne
addition n log2 n 1* n
multiplication n? n** | log2 n**| n
division n? nlog2 n| n*** n
racine carrée n? nlog2 n| n¥*** n

*  Additionneur a retenue sauvegardée
**  Arbre de Wallace

. e Calcul en li 9
*** Division SRT (non Newton) e



Question: Quel est le rapport cout/performance
(2)

1 - Surface
operation | standard |en-ligne
addition n logyn ]
multiplication n? n
division n2 n
racine carrée n2 n
a) add,sub,max,abs,tr1,gain cout fixe |
b) mult,div,carre, racine cout linéaire 0 (n) )
c) fonctions ¢lémentaires colit quadratique %D +Pn

Calcul en ligne 10



@em Clefs m:@

Toutes les operations en ligne reposent sur
1- 'addition sans propagation de retenus
(c'est a dire la notation redondante)
2- I'addition en série poids forts en téte dérivée de la précedente
3- en registre d"'erreur"” interne

Quelque opérations en lignes reposent €galement sur
un estimation de faible précision de certaine variable
(reste partiel, angle, etc ...)

Calcul en ligne 11



Notation binaire redondante BS

n-1 .
A=2 a2 a;€ {-1,0,1
=

[y

In the Borrow-Save (B.S.) notation, each digit is coded by 2 bits

+ -

aicodedon2bits +1]10 4

aT ar 0100or 11
-1 01

A number in redundant B.S. notation can be

seen as the difference of two positive numbers
n-1 . n-1 . n-1 4o n-1 . +

A= ai2'= D (a-a)2" =2 ai2'_) a2'= A-A"
i=0 i=0

1=0 1=0 Calcul en ligne 12



Autres notations binaires redondantes

n- 1 .
A=, ai?2' Every digit 1s coded on 2 bits
i=0

(unsigned Carry save notation) , ¢ 10, 1,2, 3} coded as [1,2 ]
ign+abs. value— 3 € {-1,0, 1} coded as [ sign, [value|]

Borrow save notation) 5 < {-1,0, 1} coded as [+, - ]
Borrow Save 1s symmetrical

truncation = rounding
easy to change sign ( no

B=B+1’

dj

Calcul en ligne 13



Cas particulier du (Borrow Save)

n-1 .
A=2, ai 2 aie {-1,0, 13
“~=

1- ap1€ {-1,0} ag .n1€ {0,1} standard 2's complement
2- a; € {-1,1} on-line functions

3- a; € {-1,0,1}  with the maximum number of zero
(average 2/3 zero 1/6 one 1/6 minus one)

forms 1 and 3 may require an extra digit
only odd numbers representable in form 2

form 3 1s the canonic signed binary digit form Caleul en ligne 14



Addition parallele sans propagation de la
retenue

n-1 . n-1 . n .
A=Y a2 B=) b2 S= a2 aijbisi€ {-1,0,1}
i=0 i=0 i=0

a

5
+- 4+ - -

LJ+I I+ L_+
Retenue ) = &
sortanté// // /
+ S+ + -

/ :

T T T e e

Z

b, a, b, a, b; a, b, a, b, a, b,
_|_
|

I I [ | [ |
-+
_|_

_|_
+ -

+

retenue

|
entrante
+ - - - - - +
/ -+ -+ -

T

+ - + - + - + - + - + -
Ss Sy S5 S, S, S
Calcul en ligne 15

-
+ -
_|_

e

S _+ 3 "
6-_ ]




Addition en-ligne (addition de chiffres en série)

remplil‘al b Procedure Addserie(aj, bi, si : SBD);
JL JL var counter: integer;
begin
counter := 2*counter + aj + bj ;
compteur if counter > 2 thensj := 1 {overflow}
[ else if counter < -2 then si :=-1 {underflow}
vider V Siz elses;:=0;
a b counter := counter - 4*sj ;
Ji i N end.
=7 111
-+ + -+ -
+ - l_ +
| L — _ . registres maitre-esclave
S it —E} L

Calcul en ligne 16



Addition d'une série de nombres avec résultat

en-ligne
0 n-1 .
S = ZAJ 2‘] AJ:Z aijzl aije {_17071}
j=m-1 1=0
a, a, a, a, a,
Sj = 2*Sj—1+Aj T — = —
o o o o o
_ = - s - 2
— e W WA Wt //;g
-+ - -+ + -+ - -+ - -+ - -+ - -+ - N
-+ + - -+ -+ -+ -+ -+
%‘ i R Py EPEE,\ A Py
somme en-ligne registre d'erreur ou de récursion
poids forte en-téte

Calcul en ligne 17



Multiplieur en ligne poids forts en-téte

o=
U
5
;—

1-|—]

a1

n- 1 . n-1 .
= ai2' B=Y b2 P
i=0

=0

Pk
o
|

O
T

-

horloge de transmission Feu
(commune a tous opérateurs) —l li (debut de l'operation)
entrée en série des ——»
opc¢randes A & B

Multiplieur en-ligne

: , . poids forts en-téte
sortie en série du

produit P=A*B

Calcul en ligne 18



Multiplication en ligne poids forts en téte (2)

a0 ® aob3 aobz aobr aobo

a1l a1 bs a1 b2 a1 b1 a1 bo

a2 ® g2b3 g2b2| azbi | az2bo

a3 ® a3b3| a3bz2]| a3bt| a3 bo

S

b3 b2 b1 bo Calcul en ligne 19



Calcul en ligne 20



Multiplication en ligne poids forts en téte (3)

as —»
by —» a, b, |
a, —»
b, = a,b; a,b,
2
a, b, I
ap —»
b, —» a, by ab, ahb,
1 b b
d; Dy azl 1 I
ao >
a,b, a,b, a, b a, b,
bo ¥
a; b, a,b a

iii

sequence of numbers summed up to give a sequence of dl%lts
Calcul en ligne 21



Operations a faire simultanément pour
la multiplication en-ligne (4)

s |- Ranger les chiffres recus dans les registres A & B

' Al <A1 & a Bl =B &b,
’
s 2- Multiplier A et B par les chiffres regus ®
H Al¥p; , B 1*a;
0
¢ 3- Décaler et sortir le résultat partiel
' Pi < 2 * pi!
’

% 4- Ajouter les produits partiels au résultat partiel

P/ & P+ Al*b; +B) 1 *a;
Calcul en ligne 22



Multiplication de 2 chiffres

As for bits, the product of two signed digits 1s one digit.

ab cd
I

e f
e=ac+bd
f=ad+bc

Calcul en ligne 23



Multiplieur en-ligne poids forts en téte (5)

le Ry

Serial ~ Stary Contrh 5 >
Multu;rﬂmr A _
o —— |
Serial \P Y \P Y \( \L
Multiplicande ]Z%;l% L @% L @% I
| | |
\F \L \F \F \l’ \F \F \L \F \F
Serial - Parallel - Parallel - Parallel sz
| Adder | Adder | Adder | Adder
<—‘Serial B ] = u 15 ] Zerel
Produit

La latence vient du
sommateur en-ligne

Calcul en ligne 24



3
3

a2
b2

1
1

0
0

Multiplication et carré

al b2

2b1

0b3

"3 ho

multiply

:t 313 33

:t a2 b3 a2 b2 a2 b2

a3 b2 a2 b2 a2 Pz_l

3 b ab

a'b! a'b!

3 Ht 2
a’hb ﬂhl

a1b1 alllL|

:t 30 b3

ao b2 ad%bt a0 bo

ao po

a bO 1 bO aO bO

o

a® b

|a3 b®

2R 2R

90[2 goil goio 2090'

Calcul en ligne 25



Test en ligne de multiplieur en ligne poids forts
en tete

control —» latchs (hold vectors)

digit by vector multiply

low contrability
and observability

carry propagation free adder

observation

recursion register

principle: exhaustive testing: no fault model
single fault : no masking
adder and recursion register to analyse the results
Calcul en ligne 26



Test en ligne de multiplieur en ligne poids forts
en tete (2)

GNDLI1 .
01 X : serial output
serla]}/ | Final adder —»

I
-

r

Q
Z
O

‘ BN
serial A 7

¥

N

SP register X
rée input 1>141161 /
N
Recursion register

SP register A
\/
adder

GND

Calcul en ligne 27



Test en ligne de multiplieur en ligne poids forts
en tete (3)

The 3-input carry-free adder 1s C-testable
input vectors carries
?P:—FQ—\TF abc def ghi
-t " 000 000 000
T ) 001 101 110
T — |g 001 110 101
g r———=> 010 010 001
h' — h 010 101 010
o 011 101 010

_ 1 ]
r 1|-‘,_J—i 100 010 101
o 101 010 101
- 101 011 101
I 110 001 010
110 111 010
111 100 111

Calcul en ligne 28



Test en ligne de multiplieur en ligne p~+ds forts

en tete (4)

L O~ 000 —~00O0 ——0O0 O —O
Mo~ o~ 00—~~~ O O —
G4 —m O OO —~ — O — OO O
O~ OO O — O — v r— — — — S —
T OO OO~ 000000 —~—O O
OO~ OO0 —— O = O O m— — — —
O~ OO0~ 000 —~ O — o~ — S —
B OO~ OO O O — o

I
IT «
! | | i pd
=l 1:!+4l++ a m L
ul o F|]] T B
TR oy
o]+t .m 2
3 2
O
[ & &
't .ﬂa,_nlu
+_ S %
Y kYT 25
14|++|_|_ < m
© +0H 0 H
|_|+_J _| @m
P =
|

Calcul en ligne 29



Diviseur en-ligne
(poids forts en téte)

La division s'appuie sur la multiplication
en-ligne poids forts en téte

horloge de transmission

commune a tous les
opérateurs l I(debut de 1'0perat1on)

entrée série du
dividende A et
du diviseur B
sortie série du
quotient Q = A+~ B

—»
Diviseur en-ligne poids
forts en téte

Calcul en ligne 30



Division en-ligne (2)

Principe
b b,
“ q[™ multiplieur
l . A — en-ligne
a+b 1l e
t
cﬁf eq g&gﬁt Quotient prédit
qe de fagon que le

boucle de rétroaction

reste partiel

Calcul en ligne 31



Division en-ligne (3)

Pour assurer la stabilit¢ (ou convergence) de 1'algorithme, on doit
1- raccourcir la boucle de rétroaction
2- utiliser une partie du diviseur pour prédire le quotient

La multiplication est partiellement série/parall¢le (4 chiffres)
partiellement serie/série (en-ligne)

b |
. . 1/'2 b .. .
multiplieur EB |4 :multlpheur en-ligne
série/parallele q| sans l'additionneur
B Ay +lu série
F— Compteur Depart
Feu P
»  (erreur)
q< Y Calcul en ligne 32




Division en-ligne (4)

A chaque cycle le compteur de prediction du quotient recoit
- deux fois son ancienne valeur (connue)

- plus une valeur inconnue p (-4 <p <+4)

On rend le compteur petit en lui ajoutant ou soustrayant une
valeur inconnue EB (0 < | EB | £2*0 -1) en comparant son
ancienne valeur a 2 seuils s+ et s-

Les secuils s+ et s- et 0 doivent &tre faciles a comparer

compteur := 2*compteur - 0 + p

compteur ;= 2*compteur + p valeurs
—>— interdites
1 L D
S~ Tt 0-p
pire cas

Calcul en ligne 33



Division en-ligne (5)

compteur := 2*compteur + 0 + 4

, Valeqrs compteur := 2*compteur + 4 , Valeqrs
interdites interdites
I 1 . > [ Ly UL
4 -9 S~ . S+ 0-4
pire cas

2%(st-1)+4< 5 -4
D¥s +5+4<S-4
2%(s+1)-4>4-8
¥t §5-4>4-§

Calcul en ligne 34



Diviseur en-ligne (6)

Contrm

D D D
> — Holr— — T J
B \ =] LY T | Y
SIS ¢S aa ]
D D D D =R
Y ;:r
. =) ) ) »
<. / <
@ Mult Mult Mult Mult U% Mult @ Mult @ Mult w
& \L ' \L Y \L Y \L Y VY \L VA \L VA \L Yy
Parallelé' Parallel’i' Parallelﬁt ParallelF Parallel L Parallelji:‘; Paralle F"
Adder 1 Adder 1 Adder Adder | Adder Adder Adder
1pl 1D x i -DJ -DJ D ek
4 A

Quotient prediction automaton

Calcul en ligne 35



Normaliseur en ligne

horloge de transmission

commune a tous les ’ ‘
op€rateurs

serial inputs A >

serial output

pseudo-normalized N

Normaliseur

Feu
(clear ©)

var O : SBD ;
begin
0:=2 x Oty

else ni :=0;
0=0_.2 % nj»
end .

procedure normalize (aj, nj : SBD) ;

if 0 >2 then ni =1
else if O <2 then ni :=-1

values of o

Calcul en ligne 36



Détection de débordement

[A|<2"

valeurs de o

Force a,a 0 débordement

horloge de transmission /
S 1/0

commune a tous les Feu
op€rateurs l I

Entrée série A ’ Lea-dl-ng —
digit 1/0
serial output & | i]ler
0 as 15t

digit
débordement

Calcul en ligne 37



Maximum en-ligne de nombres redondants

/

horloge de transmission =
commune a tous les Feu valeurs de ©
opérateurs l i( début de 1'opération)
entrée série des —Pp Maximum
opcrandes A & B
- erie d (compteur
SOI"[IC. serie du ¢ - )
maximum M

if Oj-1in {-1,0,+1}
then Oj = 2*0j.1+(aj -bj) else Oj= Oj-1;
if 0j > 0 then up = true;
if 0j <0 then up = false ;
if up then mj = aj else mj=Dbj ;

Calcul en ligne 38



Racine carree en-ligne de nombres redondants

horloge de transmission ré .

commune a tous les cu

opérateurs L l (RAZde G)
entrée sériede 3/  Racine / . )
I'opérandes A a racine carrée est
Hie série de 1 (compteur sensible a la parité

SOTHe serle_ \7—: <+— 0] ) du rang du chiffre

racine R = le plus significatif

du radicande
r [ quadrateur

L

en-ligne

prédiction
de la|racine

sio< (0 alors r.= |

sio=0 alors r =0

€4

. 1
sioc>0 alors r =-1

Calcul en ligne 39



Convertisseur analogique-numeérique redondant

horloge de transmission ré P
(Echanti

commune a tous les —i l— cu
op€rateurs llonnage Vin)

Tension a convertir » CAN

Vin cyclique —*» Vv,

Tension de référence Vref’ redondant Valeur

resteq:= Vin ;
si reste;> (Vier /2 £ Vier /2) alors reste 1 = 2*(restet - Vief)

sinon si reste;< - (Vier /2 = Vier /2) alors reste ) := 2*(restet + Vier)
sinon restey ;= 2*(reste¢ )

Calcul en ligne 40



Convertisseur analogique-numerique redondant
(2)

horloge .
amplificateur
V > » b comparateurs
n 9
¢chantillonneur =
bloqueur V
sommateur o L ref
<
O—
reste ] = 2*reste; -by * ]
ref ;;O
bt {-1,0,+1}

Calcul en ligne 41



Convertisseur analogique-numeérique redondant
3)

4

. + -
O retardée Vief sortieb etb
1
_|_

S+_<\\b g ]
! |

o)
Vin Feu y|4y Feu

0,70,-0

Les phases () et () ne se recouvrent pas
1 2 Calcul en ligne 42



Conversion "a la volée" du redondant

Concaténation de A et B (A, A-1) (B, B-1)

S=A*2"+B ﬁnﬂ ﬁmﬂ

siB>0 alors S .= A & B

concaténateur d'entiers signes

sinon S := (A-1) & B; —
si (B-1) >0 alors (S-1) := A & (B-1) ﬁ
sinon (S-1) := (A-1) & (B-1); (S, S-1)

(le bit de signe de B est omis dans la concaténation &)

Cll o registre (9,9-1)
0 0 00 @ n+1 ﬁ 2
-1 - concaténateur d'entiers signés

B

Calcul en ligne 43



Conversion "a la volée" du redondant (2)

_ premier — > dernier
suite qoq; 92 dn g 1-1,0,+1}

j R
Qi= Y pi2” pi {0,1} Qo=qo,Qo-1=q0 qo#0
i=0

%bits Q] _' 2-J Qj-l-l 2-j-1
e I
| . 1 O_/ qj+1 =1
multiplexeurJ \ qj+1 # O
‘ il q+1 #0
- 2 -~ g+1 =0
Qj+1 Qj+1 - -1

Calcul en ligne 44



Combinaisons d'opérateurs
en-ligne

Certains opérateurs en-ligne parallelisent implicitement
leur(s) opérande(s) ou leur résultat.

Cette propriété peut €tre exploitée pour construire des
ope€rateurs complexes avec

- un colt moindre

- une latence moindre ( mais une période supe€rieure)

, colt par
Opérateur | “chiffre | 12tence

Par exemple :| c=a2 76 3

\ S=A+B 0 2 f
pa=ts Sk
1

D=\ A2 + B2 126

Calcul en ligne 45




Classes d'opérateurs en-ligne

Op¢rateur

Abs/max/min

Add/Sous
S=A+B

Multiplication
P=A*B

Carré2
C=A

Division
Q=A+B

Racine carrée

R=+A

Classement des
operateurs en-ligne en

fonction de leur affinité

(possibilit¢ de partage)

carre

Classe 3

addition

Classe 1 racine

+

—»

_’

Classe 3

NN
NN

Classe 4

N N

N

Y
Parties mises
en commun

Calcul en ligne 46




cout matériel de I'

19181321
UoISINOY

1oppe
mdur-g

?1pérateur
e

®Ardnnu
NSIP/I030A

en nombre

19181321
Andur [9[1eIRd

ISIZAI S

QI9[[ered U
apueiddo

a[o[ered U
18NSl

J1I9S U
18NSl

Opérandes
et B

A

QJUBLIBA #

ISSB[O #

Op¢rateur

Calcul en ligne 47

0
0

0

S |AB| 0
0

0

/

P | na|AB| 2

C

/

Q[ QB

/
Q| Q[ B
R

na | na

na
S | na| na
P | na
na
na
Q| na
Q| na
na
R | R | na

M

ser
par
ser
ser
ser
par
ser
par
ser

r

SCTr
par
SCTr
par
SCTr
SE€r
o) par/ser
par
a
SE€r
SE€r
par
SE€r

1

p

1
1

| 2
3

2
4

Abs/max/min| 1|
Add/Sous
S=A+B

Multiplication| 3| |
P=A*B

Carré2
C=A
Division
Q=A+B
R=+A

Racine carrée




Regles de combinaison d'opérateurs

Réegle 1 : Deux opérateurs de classe 3 partageant la méme entrée
peuvent partager le méme SP-registre.

Regle 2 : Si la sortie d'un opérateur de classe 4 est reli¢e a I'entrée
d'un opérateur de classe 3 alors 1ls peuvent partager un SP-registre.

Regle 3 : Si les sorties d' opérateurs de classe 3 sont ajoutées (ou
soustraites) alors 1ls peuvent partager leur registre de récursion.
Le résultat de cette fusion est de classe 3.

Regle 4 : Si la sortie d'un opérateur de classe 3 est reliée a l'entrée
d'un opérateur de classe 4 1ls peuvent partager leur registre de
récurSIOn Calcul en ligne 48




Exemple 1: processeur Euclidien

Regles d'assemblage
des opérateurs

Carrés des
deux autres
cotes

Calcul en ligne 49



Norme Euclidienne en-ligne

Z=\X2+Y?2

horloge de transmission

commune a tous les feu
operateurs l I

entrée série des .
coordonnées X et Y ' Processeur Euclidien en-ligne

poids
forts en téte

sortie série de la norme
Z=\X2+Y2 Y

Calcul en ligne 50



Norme Euclidienne en-ligne (2)

/ =\/X2 +Y?2 en-ligne

avec 32 chiffres de précision
Application des regles : gain 19%

googninguia

Standard 3
Cells | | Bitslices

16 Bitslices

-

16 Bitslices

Standard
Cells

Toooooooooan

Ul_ |_| |_| |_| |_| |_| |_| |_| |_| Calcul en ligne 51



Norme Euclidienne en-ligne (3)

serial input X

{-1,0,1}

X SP-register

serial input Y

Y SP-register

| y
] YJ {'1,0,1}
Avy?

5

-

o |

Carry propagation
free adder

/A (le + Yf)

&
s2\ ~
\_

Z.
J
7 SP-register
carries
collector
é W
>O 5 <— (.,
— S
= SE—
JUHE
| *2
reg.
= \
3 digits 0

/ Carry propagation

.

Recursion Reg.

|

free adder

Calcul en ligne 52



B est le carré

Le circuit ci-contre n'est pas systolique,
il n'y a pas de retard horizontal. Il est
"pipeliné" au niveau du chiffre. Toutes les
entrées se font en série.

Description fonctionnelle de la cellule ronde

Xin
Olh

—

0

0Gut

Description fonctionnelle de la cellule carrée

| Xin
¢ FPC Xou= (C*Xin -S*1)
s_ > = B(S*Xin- CHr)

¢ Xout S

Exemple 2: filtre de Kalman

avec Jin Zian MOU  ENST-Paris

X31 X32 X33 X34 X35 Y3
du facteur d'oubli. X21 X22 X23 X24 X2s Y2
X11 X12 X13 X14 X15 Y1

! I‘2+Xin2
=1
-Tr

O

—
—

w0
([ T T

"@024

{

E

Q

=)
=1

=3

n

—
=

Calcul en ligne 53



Filtre de Kalman (2)

cellule carrée cellule ronde n
| Xin XK' 2(_
g\\ // \ J— // \\ /: ]
1 Q 2 t(j4 5
3 6
s :
v)(out 7 ' J
e
Régle 1 sur 1 & 4 / — ¢
régle 3 sur 1,2,3,4,5 & a\@ >
6 0 Régle 3 puis 4 sur 1,2,3 & 6 G
gain de 19% régle 2 sur 3,4,7 & 8
gain de 20% Régle 1 sur 1 & 2 puis 1 & 9 ,
regle 2 sur 5,6 & 7 puis 6,8 & 9 "
gain de 21% o

Calcul en ligne 54



Cellule carrée

_ 3o o9y

_ 8o 0oy

:m@ |vév.__A|7

v

=====

_ Boyg ooy

B
éwi_

> moy

M

SR

Calcul en ligne 55



Cellule ronde

| -dS

_ Boyg ooy

I A

/ ~ PPV

A

-

_ Tod ) -dS

_ S 0oy

1 A

pbV

fwﬁ|.LL

——y

\..yl\/\»\/

-
.qu(M».mm

|
|~—%—
@
_u\

Y IR

A

_
_
|
YARNELLDN
LA

]
=

A

| 54 4-d9

ﬁw

_ S 0oy

1 X

\ A PPV

MOM I-dS

_ wom urx -ds
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Polyndmieur en ligne
X « xi
e"=Y - en-ligne
i=0

4

.O

uoTnjesIenIul

[ dS

uonesIenIul

=

$

)
+ .m
=
| |
=)
|¢._

ompieur
” tL
8 < 8 (€] +
" =] =} " =} =}
S+ S| & HER el SiNERE = Mo
g 1< /7 Es SHE | < T E3E 5.
=} »n »n = 72 =] »n
N 2. 2. N 2. 2.
_— 1 O | O —_— | O —_— ] —_—
= =} =} =}
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Polynomieur en ligne (2)
n .
X 1 :
e"= Y -+ en-ligne
. 1!
1=0
Regle : Si une constante est a ajouter a la sortie d'un opérateur
de type 3 ou a l'entrée d'un opérateur de type 4 alors
son colt est nul (initialisation du registre de récursion)
sa latence d'addition est nulle

.... Ty .... ey .... r} E ) ) .... ........ ....

70 +X *Y(a | FX *Y(a24+2( *Y(a3J+\X *Y(aéb-k X*TS))))
| | | |

latence 3 latence 3 latence 3 latence 3 latence 3

dn+1X < 2—3

Latence indépendante du polynéme si 3 ktq.Vn >k 3
n

Calcul en ligne 58



Al

BI
sin M
COs M

BR

AR

Papillon FFT en ligne

[ |
AUUCT

’D cos ® SP-Reg
I

* BR SP-Reg

w
V

serial = 1 _ AT+ BI cos ®+ BR sin @

setial = v7 — AT-BI cos - BR sin @

| , . II
l’| BI SP-Reé |

»[ sin o SP-Reg |
1

— VR = AR + BR cos o - Bl sin ®

[l
WV WV A4 /
| récursion | serial
/| adder
Ly serial
adder

—% XR = AR + BR cos ®- Bl sin ®

Calcul en ligne 59
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