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1 Récurrences linéaires
Le problème qui nous préoccupe dans cette section est de calculer efficacement, en parallèle, des suites
récurrentes linéaires d’ordre m ≥ 1, de la forme (pour i ≥ 0):

y0 = a00
· · · · · · · · ·
ym−1 = am−1

0

ym+i = am+i
m ym+i−1 + · · ·+ am+i

1 yi + am+i
0

Comme applications visées, on a par exemple:

• l’évaluation d’un polynôme p(x) = a0 + a1x + · · · + akx
k par la méthode de Horner: on fait y0 = ak,

puis yi+1 = xyi + ak−i−1 (récurrence linéaire d’ordre 1); alors p(x) = yk.

• la résolution de systèmes linéaires par bandes: soit par exemple

A =



a1,1 0 0 0 · · · · · · 0
a2,1 a2,2 0 0 · · · · · · 0

a3,1 a3,2 a3,3 0
...

0 a4,2 a4,3 a4,4
...

...
...

...
...

...
...

...
0 an,n−2 an,n−1 an,n


La solution de l’équation Ax = b peut être trouvée par la récurrence suivante: x1 = b1

a1,1
, x2 =

1
a2,2

(b2 − a2,1x1),

xi =

 i−1∑
j=i−m

−ai,j
ai,i

x

+
bi
ai,i

pour 3 ≤ i ≤ n.
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1.1 Récurrences d’ordre 1
On se place dans le cas de récurrences linéaires d’ordre 1 (m = 1): c’est à dire,

y0 = a00
yi+1 = ai+1

1 yi + ai+1
0

et on veut calculer yi pour les indices 0 ≤ i ≤ n − 1 (pour un n donné, que l’on pourra supposer être une
puissance de 2).

+ Question 1 On suppose que ai1 est toujours égal à un. Comment calculer efficacement la suite des yi,
0 ≤ i ≤ n− 1 sur une machine PRAM EREW, CREW, CRCW? Quelle sera l’efficacité de l’algorithme?

+ Question 2 On se place maintenant dans le cas d’une récurrence linéaire d’ordre 1 générale, c’est à dire
que les ai1 sont maintenant quelconques. Calculer yi en fonction de yi−2.

+ Question 3 On suppose maintenant n = 2k. A l’aide de la question précédente, comment modifier
l’algorithme de la question 1 pour calculer efficacement la suite des yi, 0 ≤ i ≤ n − 1 sur une machine
PRAM CREW, en utilisant la technique de saut de pointeur? On donnera un pseudo-algorithme sous la
même forme que les algorithmes donnés dans le polycopié (chapitre PRAM). Quelle est l’efficacité de cet
algorithme? Justifier brièvement.

1.2 Récurrence linéaire d’ordre supérieur
On se place maintenant dans le cas général m ≥ 1, et on suppose disposer d’un algorithme PRAM CREW
permettant de faire la multiplication de deux matrices carrées m × m en temps O(log(m)), et utilisant
O(M(m)) opérations (on pourra supposer ici M(m) = O(m2.376))sur O(m3) processeurs.

+ Question 4 Comment améliorer l’algorithme de la question précédente afin de calculer yi, 0 ≤ i ≤ n−1,
sur une PRAM, dans le cas d’une récurrence d’ordre m? Quelle est l’efficacité de l’algorithme sur une PRAM
CREW? Justifier brièvement.
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