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Intégration symbolique et classes de fonctions
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Intégration en « fonctions élémentaires »
(ou liouvilliennes)

Une primitive de
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Dérivations

Définition. Une dérivation o0 sur un anneau A est une application
qui vérifie §(a + b) = 6(a) + d(b) et d(ab) = 6(a)b + ad(b) pour tous

éléments a et b de A.

La formule sur le produit n’est autre que la regle de Leibniz.

Définition. Une constante ¢ € A est un élément annulé par §.

Les constantes forment un anneau C qui contient les entiers.

Exemple. La dérivation usuelle P +— P’ sur ’anneau des
polynoémes C[X]|. (C'=C.)
Exemple. L’opérateur d’Euler 0 : P — X P’ sur C[X].




Corps différentiels et extensions

Définition. Un corps différentiel est un corps (commutatif) muni

d’une dérivation.

1
En particulier : o (—)

a

Définition. Un corps différentiel (L, d1) est une extension du corps

différentiel (K,dk) si L est une extension du corps K et si

5L|K = 5K-

Exemple. Le corps différentiel C(X) ou X’ = 1 admet I'extension
différentielle C(X,Y) ou Y/ =Y. (Y représente 'exponentielle.)




Extensions liouvilliennes

Définition. Un élément 0 d’une extension différentielle L. de K est

e algébrique sur K §’il existe un polynome non nul P € K[X] tel
que P(0) =0 dans L ;

e transcendant sur K s’il n’est pas algébrique sur K ;

e logarithmique sur K s’il existe u € K tel que 0’ = u'/u ;

o crponentiel sur K s’il existe u € K tel que /0 = u’.

Définition. Une extension différentielle L. de K est liouvillienne s’il
existe une tour d’extensions F; = F;_1(6;), avec 0; algébrique,

logarithmique ou exponentiel sur F;_1 et K = Fy, L = F,.




Non minimalité des extensions

Pour représenter exp(x) + exp(2x) + exp(x/2), on pourrait
introduire K = Q(x) puis trois extension exponentielles par

/01 =1, 03/60> = (2x)', 03/05 = (x/2)

pour considérer 61 + 05 + 03 € L = K (01,02, 03).

Par les identifications 6; = exp(x), 02 = exp(2x), 03 = exp(x/2) :
e 05 est (aussi) algébrique sur K (6;) car 0y = 67 ;
e 03 est (aussi) algébrique sur K(61,605) = K(0,) car 63 = 05 ;
e ct donc 6 + 0y + 03 = 03 + 05 + 05 € L = K(05).

Autre exemple : exp(In(z)/2) = z1/2.




Extensions monomiales

Définition. Un élément 6 d’une extension L de K est monomaal s’il
est logarithmique ou exponentiel sur K, simultanément transcendant
sur K et si K(0) n’a pas plus de constantes que K.

Dans ce cas, K(6) est une extension monomiale de K.

Théoreme (de structure, Risch). Soient K = C(x), pour i < n,

F,=K(01,...,0;), et L =F, ayant C' comme corps de constantes.

Supposons qu’en outre chaque 6; est au choix :
e algébrique sur F;_1 ;
e [e logarithme w; = Inwu; d’un élément de F;_1 ;
e [‘exponentielle u; = expw; d’un élément de F;_1.

Alors :




e le logarithme Inh d’un élément h € L\ C' est monomial sur L si

et seulement st aucun produit de la forme
k k;
h Huj”
J

n'est dans C' pour k € Z\ {0} et des k; € Z ;

o [’exponentielle exp h d’un élément h € L\ C est monomiale sur L

si et seulement si aucune combinaison linéaire de la forme
kh + E kjwj
J

n'est dans C' pour k € Z \ {0} et des k; € Z.

Exemple. exp(z?) est monomial sur L = K = C(x).
Exemple. In (\/ 22 +1-— aj) n’est pas monomial sur

L=C (x, V2 +1,ln (\/xz +1 —|—x>)




Intégration des fonctions liouvilliennes

Pour une fonction f élément d’une extension liouvillienne

L=Q(ai,...,a)(x,01,...,0,)

de K = Q(x), avec des constantes «; algébriques sur Q, il s’agit :

1. de déterminer une nouvelle extension liouvillienne

L' = Q(Oélv s 705k—|—h)(x7(917 X '79n—|—m)

nécessaire pour pouvoir écrire une primitive g = [ f ;

2. d’expliciter g ou de prouver qu’il n’existe pas de telle fonction.

Nécessité de comprendre le comportement de la dérivation dans une

extension liouvillienne, en commencant par une unique extension.




Dérivation des polynomes logarithmiques

Théoreme. Soit K un corps différentiel, C son corps de constantes
et 0 monomial et logarithmique sur K, avec 0" = u'/u pour u € K.

Alors pour tout polynéme non constant a € K[X] de coefficient
dominant c :

1. a(0) € K|0] ;
2. sice C, alors deg(a(@)’)
3. sic& C, alors deg(a(@)’)

Preuve. Ecrire a = cg X% + -+ + ¢g, avec c¢q # 0, puis dériver :

a(f) = 0% + (degt + ¢_)0% 1 + ... € K4].

Sic=dcgd +c; =0, alors dcgf + c4—1 € C, d’ou § € K.




Dérivation des polynomes exponentiels

Théoreme. Soit K un corps différentiel, C' son corps de constantes
et 0 monomial et exponentiel sur K, avec 0’ /0 = u’ pour u € K.

Alors pour tout polynome non constant a € K|X] :

. pour tout h € K et n € Z avec nh # 0, on a (h6™)" = h8™ pour
un h € K non nul ;

. a(0) € KI[0] avec deg(a(é’)’) = deg(a(Q)) ;

. a(0) divise a(0)" si et seulement si a = hX™ pour h € K.

Preuve. (h9™)" # 0, donc h'6™ +nhd" =10’ = (B’ +nhu' )" = hO™ # 0.
Sia=h, X"+ h, X™+--- avec a(f) qui divise a(f)’, on montre
(hyn/hm)0"~™ € C, donc que 6 n’est pas transcendant. ]




Dérivation des fonctions algébriques

Théoreme. Soit K un corps différentiel et 0 algébrique sur K, de
polynome minimal a = X" + 3" Ja; X" € K[X]. Alors :

n

Z alf’

9/ - 1=0

Z(Z -+ 1>ai+19i

1=0

Prewve. Ecrire a(0) = 0, dériver et isoler 6.

Remarque importante : 1'inversion modulo un polynome se fait par

algorithme d’Euclide étendu (recherche d’une relation de Bézout).




Principe de Liouville

Théoreme. Soit K un corps différentiel, C' son corps de constantes.
Etant donnée f € K, on suppose qu’une primitive g existe dans une
extension liouvillienne L de K de méme corps de constantes. Alors 1l

existe des v; dans K et des constantes c; telles que

m

/
’U.

/
f:’l)0+ E Ci_z7
v.
i=1 L

ou en autre termes, telles que

g:/f:vo—l—Zcilnvi.
i=1




Preuve (Résumé de ce qui va suivre). Récurrence sur le nombre

d’extensions élémentaires nécessaires pour représenter la primitive :

cas K = L trivial, sinon :
Par les trois théoremes qui précedent sur la dérivation :

e Si g faisait intervenir une exponentielle monomiale, la dérivation

ne pourrait la faire disparaitre dans f.

e Si g fait intervenir un logarithmique monomial, la dérivation ne
peut le faire disparaitre que s’il apparait sans exposant et avec

un coeflicient constant.

e Si g fait intervenir une algébrique, alors il est possible de

rexprimer l'intégrale sans elle.




Preuve par récurrence, cas monomial

Si L =K(0)(6,...,0,) pour # monomial sur K, on utilise

'hypothese de récurrence sur f vue dans K(0) :

m /
fzfu(/)—i—z:ci2 pour v, € K(0), ¢, € C'\{0}.
. V;

Sans perte de généralité, les v; sont deux a deux distincts, avec
soit v; € K, soit v; irréductible dans K|6)].

On décompose vy en éléments simples dans K (6) :

6)
vy = (— —I—Z Z bi(0)] pour des b; irréductibles unitaires.

b( =1 5=1




Par dérivation :

/ AR ;. 4 0 ! .afi,j 0 bz 0 ! i ’Ué
f =ap(6) —l—zz ( bz(é)]) -~ bi(((g))j—i—(l : ) +Zciv—i e K.

e Si 0 est logarithmique avec ' = v’ /u pour u € K :
1. b;(0) ne peut diviser b;(6)’, donc la somme double disparait ;
2. la somme simple se réduit aux v; € K ;

3. comme ag ()" ne peut pas dépendre de 6,
ap() =cl+v pour ce(C, ve K ;

4. finalement,

/ m /
/ u U;
f=v 4+c—+ g Ci—, u,v,v; € K.
u —1 U;
1=




e Si # est exponentiel avec 6’ /0 = u’ :

1.

si b;(0) divise b;(#)’, c’est un mondéme et donc b;(0) = 0 ; vg se

réduit donc a une somme simple

14
Vo — Z hj@j ,

j=—k

. seuls v; € K et v; = 0 sont donc possibles, mais cf’ /0 = (cu)’

s’integre a v, sans perte de généralité : restent les v; € K ;

. (h;j07) = h;07 avec h; # 0 dés que h;j # 0, d’oul en

réalité vg = hg € K ;

. finalement,

m /
’U.

f=h6—|— E Ci’U_Z', ho,v; € K.
i=1 v



Preuve par récurrence, cas algébrique

Si L =K(0)(0,...,0,) pour 0 algébrique sur K, on utilise

'hypothese de récurrence sur f vue dans K(6)

m

/
f:v(’)—ichi% pour v; € K(0), ¢; € C'\ {0}.

Si le polynome minimal de 6 a degré d + 1 > 1, il existe des
polynomes V; de degré au plus d tels que v; = V;(0).

Soient 89 =g, (1) .. 0¥ les d+ 1 conjugués de @ : pour chaque j,

m ()
By Vi (69))
f V() o'\’ _|_z;CZV 9(]))




En moyennant par la conjugaison (prise de “traces”) :

w'

. - & i

1=1

Vo(0©) + -+ V5 (61D)
d+1 ’
w; = Vi(00) . v (019), 1<i<d

Wy —

Les w; sont symmétriques en les 819, donc sont dans K.




Simplification des extensions

On vérifie aisément par dérivation :

F / 293 — 92 _ 1 2 ; 6:1:2—|—1n(:1:)/2 N 6:1:2—|—1n(:1:)/2
= € r — .
(z —1)? 2(vz —1)  2(yz+1)

Puis on tente plusieurs voies de simplification :

/et Hn(2)/2
x—1
o’ n(2)/2  a? In()/2
2(y/x —1) " 2(vz +1)
N Jze® re’

= (réussite).

ToEo1)  2(Erl) w1

F

(échec) ;

F =

2




Algorithme de Risch : cadre monomial

On se restreint a une tour d’extensions monomiales F; = F;_1(6;)
avec Fop =K =C(x) et F,, =L. Onnote 0 =0, et F = F,,_.

Algorithme récursif : pour intégrer f € F;, recours a intégrations

dans Fi—l-

En réalité, le corps des constantes C' C Q sera élargi dynamiquement

au gré des besoins.

On sépare deux parties « polynomiale » et « rationnelle » par :

feL=r@) — =29 _ om0

q(0)
pour p, q, r et s dans F'[X], avec ¢ unitaire, premier avec p et

degr < deggq.




Polynomes sans carrés

Lemme. Soit 0 monomiale sur F. Soit a € F|X]| avec a(0) # 0 dans
le cas exponentiel. Si a et g_;( ont un p. g.c.d. égal a 1 dans F|X]

(a est « sans facteur carré » ), alors a(0) et

_d_a’(
- dX

a(f)’ 0)0" + a'(0)

ont un p.g.c.d. égal a 1 dans F|0)].

Par contre, dans le cas exponentiel 8 A 6’ = 0 # 1. On modifie en

conséquence la décomposition
felL=F(@)

pour avoir ¢(0) # 0 et s € F[X, X 1].




Méthode de Hermite pour la partie rationnelle

Décomposition « sans carré » (dans F/[X]) :

avec degr; ; < degg;,

pour des ¢; deux a deux premiers entre eux et sans facteur carré.

Comme g; est sans facteur carré dans F[X], ¢;(0) et ¢;(0)" ont un

p.g.c.d. égal a 1 dans F'[f], donc il existe une relation de Bézout
rij(0) = s(0)q:(6) +1(0)q: ()"

Remarque importante : se calcule par 1’algorithme d’Euclide étendu.




Apres intégration par parties :

/m,j(9) _ / s(0) +40) /(G —1)  40)/(j —1)

q:(0)7 q:(0)7~1 o gi(0)i1

On itere le procédé et obtient :

r®)  c(0) [ a0
/mm‘am*fmw

avec dega < degb, degc < degd, g =bd et ou d est le p.g.c.d. de ¢
et de sa dérivée en 6.

(Ici, la méthode d’Horowitz du cas C(6) ne suffit pas.)




Le cas logarithmique, explication

Pour dega < degb et b sans carré, supposons

m
a
/g:Zcilnvi ou c; €C et b=v---v,
i=1

pour des v; irréductibles et deux a deux premiers entre eux.

Alors

a v,
7 E Ci—,
b - U;

1=1

m
a = civjvg - Uy + ( g cwé)b.

1=2

Ainsi, vy divise a — c1v{vg - - U, et donc a — c1b'.




Méthode de Rothstein—Trager : cas logarithmique

Théoréme. Considérons le résultant R = resg(a(0) — Xb(0),b(9))

et R son multiple unitaire dans F[X]. Alors :

a(6)

1. /— est liouvillienne si et seulement si R € C[ ] ;

b(0)

2. dans ce cas, soient c1, ..., ¢y les racines distinctes de R et

v;(0) = p. g. c. d.(a(@) —¢;b(0), b(@)) € F(cyy...,em)l] ;

o

3. lextension des constantes qui précede est minimale.

on a




Exemple : la grosse intégrale de 'introduction

Apres avoir posé 0; = e et Oy = In(x 4+ 1), on a a intégrer

v (2203 - 03)° + 2203 (x — (22 + 1)(2 + 1)6) )
(x+1) (63 — 2263)"

f=

qui vaut

r %9% (2 — (222 +1)(z + 1)02)
x+1 (032 — 226%)2

Partie polynomiale ps facile, de primitive z — In(x 4+ 1) = = — 6.




Méthode de Hermite : on résoud

205
x—+1

7“2,2((92) = 8(92) ((9% — 33'2(9%) + t((gg) (

— 22(22% + 1)9%)

pour trouver
—211391

S(HQ) — 1 , t(@g) = 113(9192.

Il vient

/f e, — :13(9192 +/ (222 + 1)60162 — xiﬂel.

— 1263 05 — 2207




Méthode de Rothstein—Trager sur la derniere intégrale :

X
917

05) = (222 + 1)0,05 —
a(fa) = (20° + 1)610; — —

b(0y) = 03 — 2263,

2
b(h3) = s 192 — 2x(22% + 1)6%.

Le résultant resg (a(f) — Xb(6),b(0)) est proportionnel & 4X? — 1.

Pour €2 = 1, on trouve

Ce —

%, ve(02) = p. g. c. d.(a(8) — c¢b(0),b(8)) = b2 + exb;.

Finalement :

21391(92 1 1
/f::l;‘—(gl— 9%_3729% +§1n(¢92—|—x91)—§ln(92—x91).




Le cas exponentiel, explication

Pour v unitaire (ou méme a coefficient dominant constant) :

d ( (9)/) deg(v(@)) — 1 si 6 logarithmique,
eg (v —
) deg (U(9)> si @ exponentiel.

Et méme, dans le cas exponentiel,
((gd i O{6)d—1 4 ... )/ _ d@d—l(g/ +69d_2‘9/ T — d@du’ _|_,y(9d—1u/ 4.,

En remplacant In(v(6)) par In(v(0)) — (degv)u, ot v/ = %, ;

(degv)u'v(g)  §Odes)=1 4 ...
v(6) B v(0)

(1n(0(6)) — (deg U)u>’ _w(0)




Méthode de Rothstein—Trager : cas exponentiel

Théoréme. Considérons le résultant R = resg(a(0) — Xb(0),b(9))

et R son multiple unitaire dans F[X]. Alors :

1. /%Z; est liouvillienne si et seulement si R € C[X] ;

2. dans ce cas, soient c1, ..., c,y, les racines distinctes de R et

v;(0) = p. g. c. d.(a(B) — ¢;b(0),b(0)) € Flca, ... cm)b] ;

on a, en posant u' = 60'/0,
a) m
[u > cilu(un(0) - (2; degm)u ;

3. lextension des constantes qui précede est minimale.




Intégration de la partie polynomiale
Soit a intégrer :
o p(0) = pif' + -+ pg dans le cas logarithmique, 0 = v’ /u ;
o p(0) = p0' +--- +p_10~" dans le cas exponentiel, §' /0 = u'.
Par le principe de Liouville, si [ p(6) est liouvillienne,

U

i(0)

m

p(@) = ?}0((9)/ + ZCZ' c, € C, v; € F(@)

1=1
Comme pour le principe de Liouville, on obtient vy € F'[f] dans le cas
logarithmique, vo(0) € F[0,0~!] dans le cas exponentiel, et v;(0) € F.

Ainsi :
o vo(0) = g0 + - + qo dans le cas logarithmique ;

e vy(0) = q0' + - -+ q_,0~" dans le cas exponentiel.




Mise en équations différentielles, cas logarithmique

A p; donnés dans F', résoudre

0 — QZ/—|—17

pi = (i+1)g;10" + q; pour 2 < ¢ </,

m /
po = q10' +qo + (Z Ci 111’%) :

1=1

Quitte a étendre C et les constantes de F', on cherche : ¢; € C,
G <€F, q1e€eC,meN, v, €F.

(En termes plus savants : on passe de C'a Cj et de F' a C] ®¢ F.)




Résolution : ayant trouvé ¢;11 = d;+1 + b;11 pour d; 41 € F
déterminé et b;;,1 € C' a déterminer, on écrit

(’L -+ 1>b7;+19/ + C]; — P; — (’L -+ 1>d7;_|_19/

et on calcule récursivement

. - u/
(4 +1)bit10 + qi = / (pz' — (1 + 1)dita E) )

qui doit étre liouvillienne, sous la forme (¢;0 + d;) + b; pour
e ¢; € C quifixe by ac¢; /(i1 + 1),
e d; € F' déterminé,
e ct b; € C' a déterminer.

Le cas final, + = 0, est moins contraint.




Mise en équations différentielles, cas exponentiel

A p; donnés dans F', résoudre

pi = ¢ +1u'q; pour 1 <i:</[ou—-k<i< -1,

m /
Po = q(l) -+ (ZCZ lnvi) .

1=1

Quitte a étendre C et les constantes de F', on cherche : ¢; € C,
G <€F, q1e€eC,meN, v, €F.

(En termes plus savants : on passe de C'a Cj et de F' a C] ®¢ F.)




Résolution :

e on intégre récursivement py pour déterminer qq et les v; en

vérifiant qu’on obtient une primitive liouvillienne ;

e l'intégration, a a et b donnés de F', de '« équation de Risch »
y +ay =0

en I'inconnue y € F se fait par un (autre) algorithme de décision

de Risch (et amélioré par d’autres).




Extensions algébriques, quelques pointeurs

e Algorithme de Trager pour l'intégration d’une fonction algébrique
sur C(x) : s’inspire de la méthode de Rothstein—Trager, mais
demande de calculer une cloture intégrale.

e Extensions transcendantes suivie d’'une extension algébrique :

résolue completement par Bronstein.

e Extension algébrique suivie d’une extension transcendante :
demande de résoudre 1’équation de Risch sur une extension

algébrique.




