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1 Fusion de listes triées

Soit X = (z1,z2,...,2:) une suite d’entiers naturels et  un entier naturel quelconque. Le rang de = dans
X, que l'on notera rank(z : X), est le nombre d’éléments de X qui sont plus petits ou égaux & z. Par
extension, si Y = (y1,¥2,...,¥s), on appelle rang de Y dans X la suite des rangs de chacun des éléments y;

deY (1 <j<s)dans X.
Soient maintenant deux suites A et B, déja triées, que 'on souhaite fusionner. Pour simplifier, on va
supposer que tous les éléments de A concaténé avec B sont distincts.

O Question 1 Soit x un entier naturel. Calculer rank(x : AU B) en fonction de rank(x : A) et de
rank(z: B).

O Question 2 Supposons que nous sachions déterminer rank(A : B) et rank(B : A). Comment faire la
fusion de A avec B pour trouver une liste triée contenant l'union des éléments de A et des éléments de B?

O Question 3 Soit b un élément quelconque de B. Trouver un algorithme séquentiel efficace (en O(log(sa)),
ot s est la taille de la suite A) pour calculer rank(b: A). En déduire un algorithme paralléle efficace pour
calculer rank(B : A).

O Question 4 Quel est le temps de calcul de lalgorithme de fusion, déduit des questions précédentes, sur
une PRAM CREW? Et sur une PRAM EREW? Quelle est Uefficacité de ’algorithme de fusion ainsi obtenu?
2 Récurrences linéaires

Le probleme qui nous préoccupe dans cette section est de calculer efficacement, en parallele, des suites
récurrentes linéaires d’ordre m > 1, de la forme (pour ¢ > 0):
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Comme applications visées, on a par exemple:

e l’évaluation d'un polynéme p(x) = ag + ayz + - - - + apx® par la méthode de Horner: on fait yo = ag,
puis yit+1 = xy; + ax—i—1 (récurrence linéaire d’ordre 1); alors p(x) = yy.



e la résolution de systemes linéaires par bandes: soit par exemple

a1 0 0 0 0
a1 aza 0 0 0
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La solution de 'équation Ax = b peut étre trouvée par la récurrence suivante: r; = %, Ty =
) ,
@(52 —az171),
i—1
Qg bi
T; = E ——x | +
.= Qi (R}
Jj=t—m

pour 3 <1 < n.

2.1 Récurrences d’ordre 1

On se place dans le cas de récurrences linéaires d’ordre 1 (m = 1): c’est a dire,
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Yitl = Gy Yi+ag

et on veut calculer y; pour les indices 0 < i < n — 1 (pour un n donné, que 'on pourra supposer étre une
puissance de 2).

0 Question 5 On suppose que a' est toujours égal a un. Comment calculer efficacement la suite des y;,
0 <i<n-—1 sur une machine PRAM EREW, CREW, CRCW? Quelle sera lefficacité de ’algorithme?

O Question 6 On se place maintenant dans le cas d’une récurrence linéaire d’ordre 1 générale, c’est a dire
que les ai sont maintenant quelconques. Calculer y; en fonction de y;—s.

0 Question 7 On suppose maintenant n = 2F. A Uaide de la question précédente, comment modifier
Ualgorithme de la question 1 pour calculer efficacement la suite des y;, 0 < i < n — 1 sur une machine
PRAM CREW, en utilisant la technique de saut de pointeur? On domnera un pseudo-algorithme sous la
méme forme que les algorithmes donnés dans le polycopié (chapitre PRAM). Quelle est Uefficacité de cet
algorithme? Justifier bricvement.

2.2 Récurrence linéaire d’ordre supérieur

On se place maintenant dans le cas général m > 1, et on suppose disposer d’un algorithme PRAM CREW
permettant de faire la multiplication de deux matrices carrées m x m en temps O(log(m)), et utilisant
O(M (m)) opérations (on pourra supposer ici M (m) = O(m?376))sur O(m?) processeurs.

O Question 8 Comment améliorer l'algorithme de la question précédente afin de calculer y;, 0 < i <n-—1,
sur une PRAM, dans le cas d’une récurrence d’ordre m? Quelle est 'efficacité de l’algorithme sur une PRAM
CREW? Justifier briévement.



