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C’est quoi les maths ?

Tous les hommes sont mortels, Socrate est un homme, donc

donc

Socrate est mortel.

correction : critère syntaxique

` A⇒ B ` A
` B

Les briques du raisonnement mathématique

` ∀x .H(x)⇒ M(x)

` H(s)⇒ M(S)
` H(S)

` M(S)

Une démonstration mathématique est une construction
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Naissance de la logique mathématique moderne

L’idée de la vérité mathématique définie de manière totalement
objective grâce à des règles syntaxiques.

1872 : la Begriffsschrift de Frege

preuve= structure de donnée
arborescente vérification mécanique



Un siècle plus tard

La vérification mécanique du
raisonnement devient réalité.

Premier système de preuves : Automath (1968)

N. G. de Bruijn

Les preuves formelles sont construites en fait

Aujourd’hui
Un système de preuves moderne : Coq

I Même principe
I Formalisme un peu plus moderne

Mini-démo
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Good cop, bad cop
Architecture du système de preuves :

compliqué si nécessaire aussi simple que possible

La vérité mathématique est validée expérimentalement !

Mapple, Mathlab, Mathematica ne sont pas des systèmes de
preuves
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Peut-on faire confiance à la machine ?

Des règles logiques bien définies
I Cohérence : question de logique
I Théorème de Gödel : toujours une part d’incertitude de

principe

Le programme doit implémenter les règles
I On peut prouver formellement la correction du noyau
I D’abord une question d’architecture logicielle

On peut rejouer la vérification sur une autre machine, un autre OS,
avec un autre noyau : varier les conditions expérimentales
Les Mathématiques deviennent une science comme les autres !
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A quoi ça sert ?

Ca sert à être sûr.

I En maths
I En informatique : preuves de correction de logiciels critiques

I Logiciels embarqués (ABS, ligne 14. . .)
I Robots médicaux
I Argent en jeu : protocoles de cartes bancaires. . .

On sait prouver des propriétés de programmes !
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More good cop

Nouvelles utilisations de l’ordinateur dans la recherche scientifique :
I Physique : simulations, calcul numériques, Monte-Carlo. . .
I Biologie : génomique, simulations du cycle cellulaire. . .
I Économie : modèles d’interactions entre agents vérifiés par

simulation
I Chimie
I Mathématiques ( !)
I Informatique

On peut établir des vérités jusque-là inaccessibles



Le télescope du mathématicien

plus grand nombre premier connu en 1951 :

(2148 + 1)/17 (44 chiffres)

aujourd’hui : 225964951 − 1 (7.816.230 chiffres)
cause du progrès : évidente
Mais aussi de nouvelles mathématiques intéressantes

Quel est le statut des ces "preuves" du point de vue formel ?

Dans quel langage sont-elles écrites ?
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Formalismes calculatoires

Les objets du formalismes sont des programmes : l’addition est
définie par un algorithme.
Qui dit programme dit calcul ; les objets sont identifiés modulo
évaluation.

2 + 2 B 4

par congruence :
2 + 2 = 4 est identifiée à 4 = 4

⇒ preuve par réflexivité.
On n’a pas plus de théorèmes, mais les preuves sont plus courtes.

l’intégration du calcul donne plus de preuves en pratique
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0039060065387595457150553984323975451391589615029787839937705607143516
9747221107988791198200988477531339214282772016059009904586686254989084
8157354224804090223442975883525260043838906326161240763173874168811485
9248618836187390417578314569601691957439076559828018859903557844859107
7683677175520434074287726578006266759615970759521327828555662781678385
6915818444364448125115624281367424904593632128101802760960881114010033
7757036354572512092407364692157679714619938761929656030268026179011813
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Le calcul est partout

It is not just about the numbers

Certains théorèmes ne semblent pas être de nature
calculatoire. Pourtant leurs seules preuves connues demandent
des calculs importants.

I Le théorème des quatre couleurs (1976)

prouvé in Coq

I La conjecture de Kepler (Thomas Hales, 1998)

Intéressant car les arguments utilisées mélangent de la
déduction mathématique au sens usuel et des gros calculs
mécaniques ; les deux parties sont sophistiquées.

Un problème de standards de vérification
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The Future : Kepler’s conjecture

Is there a better packing ?

Conjecture : Kepler, 1611 . . .. . . Proof : Hales, 1998
"only to 99%"
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The future : a small piece of Kepler’s conjecture

Lemma 751442360

2.512 ≤ x1 ≤ 2.6962 →
4 ≤ x2 ≤ 2.1682 →
4 ≤ x3 ≤ 2.1682 →
4 ≤ x4 ≤ 2.512 →
4 ≤ x5 ≤ 2.512 →
4 ≤ x6 ≤ 2.512 →

−x1x3 − x2x4 + x1x5 + x3x6 − x5x6 +
x2(−x2 + x1 + x3 − x4 + x5 + x6)vuuuuuuuut4x2

0BBBBB@
x2x4(−x2 + x1 + x3 − x4 + x5 + x6) +
x1x5(x2 − x1 + x3 + x4 − x5 + x6) +
x3x6(x2 + x1 − x3 + x4 + x5 − x6)
− x1x3x4 − x2x3x5 − x2x1x6 − x4x5x6

1CCCCCA

< tan
(

π
2 − 0.74

)



Les Objects de Coq



Quels objets ?

On parle des objets du discours mathématique.

On veut donc :
I Un "vrai" langage de programmation (ou presque)
I Qui puisse servir de base à la construction des Mathématiques
I Signification claire

Bon candidat : programmation fonctionnelle typée.

Essentiellement le noyau de ML



Rappels de programmation fonctionnelle

Les programmes sont des fonctions :
I argument = entrée, résultat = sortie
I les fonctions sont (aussi) des objets

fun x : nat => x + 1
: nat -> nat

fun f : nat -> nat => f (f 3)
: (nat -> nat) -> nat

Différence avec ML : on doit mettre plus d’information de typage.



Types de base

Définition inductive ; le plus petit type clos par des constructeurs

Coq < Inductive bool : Type :=
Coq < | true : bool | false : bool.

Coq < Definition negation b :=
Coq < match b with
Coq < | false => true
Coq < | true => false
Coq < end.
negation is defined



Ca calcule
Pas besoin de parler de mémoire :

I un programme rend un résultat
I Un programme s’évalue en une valeur

Une instruction pour ça :

Coq < Eval compute in (negation true).
= false
: bool

Coq <
Coq < Eval compute in (negation (negation true)).

= true
: bool

On pourra aussi raisonner (teaser)

bool_ind
: forall P : bool -> Prop,

P true -> P false -> forall b : bool, P b

Il n’y a pas d’autres booléens que true et false.



Types récursifs

Coq < Inductive nat : Type := O : nat | S : nat->nat.

0, S(0), S(S(0)) . . .

nat_ind
: forall P : nat -> Prop,

P O -> (forall n : nat, P n -> P (S n)) -> forall n : nat, P n

Programmes récursifs :

Coq < Fixpoint plus (n m :nat) : nat :=
Coq < match n with
Coq < | O => m
Coq < | S p => S(plus p m)
Coq < end.
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Restriction

On ne peut pas construire n’importe quelle fonction récursive :

Coq < Fixpoint foo (n :nat) : nat := foo n.
Error :
Recursive definition of foo is ill-formed.
In environment
foo : nat -> nat
n : nat
Recursive call to foo has principal argument equal to
"n"
instead of a subterm of n.

Condition de récurrence structurelle
Pour calculer f (S p) on peut utiliser :

I (f p)
I (f p’) si p’ est un sous-terme de p



Personne n’est parfait
C’est un peu arbitraire :

Coq < Fixpoint foon (n :nat) :=
Coq < match n with
Coq < | O => 0
Coq < | S p => foon (foon p)
Coq < end.
Error :
Recursive definition of foon is ill-formed.
In environment
foon : nat -> nat
n : nat
p : nat
Recursive call to foon has principal argument equal to
"foon p"
instead of p.

Dommage, certes, mais en général la terminaison est indécidable.
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Looping is dangerous

Pourquoi cette restriction ?

On comprendra mieux la semaine prochaine, mais en gros :

Coq < Fixpoint foob (b :bool) : bool := negb (foob b).

On aurait foob true = negb (foob true)

I Soit true = false
I soit (foob true) n’est ni true ni false

Les deux sont logiquement inacceptables.
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