3. Equations différentielles non-linéaires I.

Temps de vie, Flots



A. Durée de vie d’'une solution

Soit f : R x 2 — E vérifiant les hypotheses de Cauchy-Lipschitz

) { 2(t) = f(t,2(t))

r(to) = o



Intervalle maximal de définition :

Intervalle (ouvert) J, réunion des intervalles sur lesquels est définie une
solution de I'’équation (1).

Theoreme Si J =]t_,t4 [, et sity < oo alors la solution maximale sort
définitivement de tout compact (fermé borné).

. Si 4 est un point d’accumulation de z(t¢) lorsque ¢ tend
vers t, on applique Cauchy-Lipschitz (fort) au voisinage de x4 .



Application :

Si < x, f(t,z) >< 0 pour |z| > R assez grand, alors les solutions sont
définies jusqu’en +oc.

Exemples :
1) f(t,z,y) = (—23 + 92 4 2tx, —y® + 3ta? + t2y3)

2) Systémes conservatif sur un niveau d’énergie borné. Version avec frot-
tement.
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Théoreme[Lemme de Gronwall]

Soit g(t, p) vérifiant les hypotheses de Cauchy-Lipschitz, et p une solution

de p(t) = g(¢, p(1)). Alors si [z(t)| < g(¢, |x(2)]), et [z(to)| < p(to) on
alx(t)| < p(t) pourtoutt > tg.

On endéduitquesi f(t,x) < g(t, |z|) etz est solutionde (1) avec x(0) <
p(0), alors |z(t)| < p(t). En particulier si p est définie sur [tg, t1], alors
est définie sur ce méme intervalle.



Conséquences :

1) Si|f(t,z)| < A|z|+ B alors les solutions sont définies pour tout temps :
p(t) = Ap(t) + B a pour solutions

p(t) = eAl=10)p(tg) + B (eAlt~t0) — 1)

et donc x sera bornée sur tout intervalle de temps compact.

2) Cela donne une estimation explicite de la continuité des solutions en
fonction de parameétres ou des conditions initiales :



C. Tube des solutions et divergence des solutions

1) Tube de solutions :

Théoreme Sous les hypotheses de Cauchy-Lipschitz, soit x
une solution définie sur [tg, t1]. Il existe un réel § tel que quel
que soit la solution y telle que |x(tg) —y(tg)| < 6, y est définie
sur [tp, t1]. De plus

y(t) — ()| < seklt—tol

l.e. le temps de vie des solutions dépend « continlment » de
la condition initiale.



2) Estimation de la continuité :

Théoreme Si X1(t,x), Xo>(t, ) sont Lipschitziennes de rap-
port k, et | X1 — X5| < ¢, on a sur leur intervalle de définition
commun

[z1(t) — z2(t)| <
21 (to) — za(tg)|eFlt—tol 4 £(eFli—tol — 1)

ATTENTION : 'estimation se dégrade exponentiellement avec
le temps !



