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de nombreux passages de J. Berstel et J.-E. Pin (en particulier pour les chapitres relatifs aux
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David Monniaux, Sylvain Pradalier, Alejandro Ribes, Dominique Rossin, Eric Schost, Nicolas
Sendrier, Jean-Jacques Lévy, Frangois Morain, Laurent Viennot et Axelle Ziegler. Merci aussi a
Christoph Diirr du LIX, qui a magnifiquement illustré la page de couverture' de ce polycopié.

Les auteurs peuvent étre contactés par courrier électronique aux adresses suivantes :

Philippe.Baptiste@polytechnique.fr

Luc.Maranget@inria.fr

On peut aussi consulter la version html de ce polycopié ainsi que les pages des travaux dirigés
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Le 421 est un jeu de bar qui se joue au comptoir avec des dés.
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Chapitre 1

Listes

1 Structure dynamique, structure séquentielle

Les structures de données en algorithmique sont souvent complexes et de taille variable. Elles
sont souvent aussi dynamiques, au sens ou elles évoluent en forme et en taille en cours d’exécution
d’un programme. Les listes sont I’exemple le plus simple d’une telle structure dynamique.

L’aspect dynamique renvoie aussi a la facon dont la mémoire nécessaire est allouée, la
mémoire peut étre allouée dynamiquement lors de I'exécution du programme, ou statiquement
avant ’exécution du programme. L’allocation statique suppose que le compilateur arrive a
connaitre la taille de mémoire & allouer (c’est-a-dire a demander au systeme d’exploitation),
cette taille est ensuite rangée dans le fichier exécutable produit et c¢’est le systeme d’exploitation
qui alloue la mémoire demandée au moment de lancer le programme. En Pascal par exemple, la
taille des tableaux globaux est donnée par des constantes, de sorte les tableaux globaux peuvent
étre et sont alloués statiquement.

program ;
var

t : array [1..100] of integer ;
begin

end.

L’allocation dynamique de la mémoire existe aussi en Pascal (il existe une fonction new), mais
elle est plus délicate qu’en Java, car en Pascal, comme dans beaucoup de langages, le pro-
grammeur doit rendre explicitement les cellules de mémoire dont il n’a plus besoin au systeme
d’exploitation. En revanche, le systeme d’exécution de Java est assez malin pour réaliser cette
opération tout seul, ce qui permet de privilégier I'allocation dynamique de la mémoire, qui est
bien plus souple que I’allocation statique.

En Java toutes les structures de données sont allouées dynamiquement — généralement
par new, mais les chaines sont également allouées dynamiquement. Il n’en reste pas moins
que les tableaux manquent un peu de souplesse, puisque leur taille est fixée au moment de la
création. Ainsi, un tableau n’est pas trés commode pour stocker une suite de points entrés a
la souris et terminée par un double clic. Il faut d’abord allouer un tableau de points & une
taille par défaut N supposée suffisante et ensuite gérer le cas ou l'utilisateur entre plus de
N points, par exemple en allouant un nouveau tableau plus grand dans lequel on recopie les
points déja stockés. Il est bien plus commode d’organiser ces points comme une suite de petits
blocs de mémoire, un bloc contenant un point et un lien vers le bloc suivant. On alloue alors
la mémoire proportionnellement au nombre de points stockés sans se poser de questions. Nous
avons redécouvert la liste (simplement chainée). Une liste L(E) de E est :

7



8 CHAPITRE I. LISTES

(1) la liste vide,
(2) ou une paire (une cellule) qui contient un élément E et la liste des éléments suivants.

Il s’agit d’une définition par induction, dans le cas 2 le mot « liste » apparait a nouveau. On
peut, sans vraiment tout expliquer, dire que l’ensemble L({E) est décrit par I’équation suivante.

LEYy={0}U(E x L(E))

Ou ) est la liste vide.

On notera que la définition théorique des listes ne fait plus usage du mot lien. Mais des que
I’on implémente les listes, le « lien » revient nécessairement. En Java, une liste est une référence
(voir B.3.1.1), qui est :

(1) soit la référence null qui ne pointe nulle part et représente la liste vide,
(2) ou bien une référence qui pointe vers une cellule contenant un élément et une liste.
Autrement dit voici une définition possible des cellules de liste de points en Java.

class PointList {
Point val ; // L’élément
PointList next ; // La suite

PointList (Point val, PointList next) {
this.val = val ; this.next = next ;

}
3

La cellule de liste est donc un objet de la classe PointList et une valeur de type PointList est
bien une référence, puisque les valeurs des objets sont des références. On peut comprendre un
aspect de 'organisation des listes a ’aide de dessins qui décrivent une abstraction de ’état de
la mémoire, c’est-a-dire une simplification de cet état, sans les détails techniques. Par exemple,
on suppose donnés deux points p; et pa, et on produit les listes :

PointList ps = new PointList (p;, null) ;
PointList gs = new PointList (p2, ps) ;

Alors, ’état final de la mémoire est schématisé ainsi :

Etant entendu que, dans ce type de schéma, les fleches représentent les références, la barre
diagonale null, les boites nommeées les variables, et les boites anonymes les cellules mémoire
allouées par new (voir B.3.1).

Il semble que ce qu’est une liste dans la vie de tous les jours est clair : une liste est une
séquence d’éléments. Par exemple la liste des admis a un concours quelconque, ou la liste de
courses que l'on emporte au supermarché pour ne rien oublier. L’intuition est juste, elle fait
en particulier apparaitre (surtout dans le premier exemple) que l'ordre des éléments d’une liste
importe. Mais méfions nous un peu, car la liste de 'informatique est tres contrainte. En effet,
les opérations élémentaires possibles sur une liste £ sont peu nombreuses :

(1) Tester si une liste est la liste vide ou pas (¢ == null),
(2) et si £ est (une référence vers) une cellule (e, '), on peut

(a) extraire le premier élément e (¢.val),
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(b) ou bien extraire la liste qui suit ¢ (¢.next).
Pour construite les listes, il n’y a que deux opérations,
(1) la liste vide existe (null),
(2) on peut ajouter un nouvel élément e en téte d’une liste ¢ (new PointList (e, ¢)).

Et c’est tout, toutes les autres opérations doivent étre programmées a partir des opérations
élémentaires.

Une opération fréquemment programmeée est le parcours de tous les éléments d’une liste.
Cette opération se fait idéalement selon un idiome, c’est-a-dire selon une tournure fréquemment
employée qui signale 'intention du programmeur, ici une boucle for.

// ps est une PointList
for (PointList gs = ps ; gs !'= null ; gs = gs.next ) {
// Traiter l’élément gs.val

}

Les programmeurs Java emploient normalement une telle boucle pour signaler que leur code
réalise un simple parcours de liste. Deés lors, la lecture de leur code en est facilitée. Notons que
rien, a part le souci de la coutume, ne nous empéche d’employer un autre type de boucle, par
exemple
PointList gs = ps ;
while (gs != null) {
// Traiter 1’élément gs.val
qs = gs.next ;

}

La liste simplement chainée est une structure séquentielle. Une structure séquentielle re-
groupe des éléments en séquence et I'acces a un élément donné ne peut se faire qu’en parcourant
la structure, jusqu’'a trouver ’élément cherché. Cette technique d’accées séquentiel s’oppose a
l'acceés direct. Un exemple simple de structure de données qui offre ’acces direct est le tableau.
La distinction entre séquentiel et direct se retrouve dans des dispositifs matériels : une bande
magnétique n’offre qu’un acces séquentiel puisqu’il faut dérouler toute la bande pour en lire la
fin ; en revanche la mémoire de I'ordinateur offre ’acces direct. En effet, on peut voir la mémoire
comme un grand tableau (d’octets) dont les indices sont appelés adresses. L’acces au contenu
d’une case se fait simplement en donnant son adresse. En fait le tableau est une abstraction de
la mémoire de 'ordinateur.

Exercice 1 Donner deux autres exemples de dispositifs matériels offrant acces séquentiel et
acces direct.

Solution. L’utilisateur qui entre un texte au clavier n’offre qu’un acces séquentiel a un pro-
gramme qui lit ce qu’il frappe. Un disque dur peut étre considéré comme offrant I’acces direct,
le dispositif d’adressage des données est juste un peu plus compliqué que celui de la mémoire.
Les données sont réparties en cylindres qui correspondent a des anneaux sur le disque, ’acces a
un cylindre donné se fait par un déplacement radial de la téte de lecture. Vu du programmeur
il existe donc des fichiers a acces uniquement séquentiel (’entrée standard si elle correspond au
clavier) et des fichiers & acces direct (I’entrée standard si elle correspond & un fichier, par une
redirection <fichier). O

En résumé la liste est une structure dynamique, parce que la mémoire est allouée petit a
petit directement en fonction des besoins. La liste peut étre définie inductivement, ce qui rend la
programmation récursive assez naturelle (inductif et récursif sont pour nous informaticiens des
synonymes). Enfin, par nature, la liste est une structure de données séquentielle, et le parcours
de la structure est privilégié par rapport a ’acces a un élément arbitraire.



10 CHAPITRE I. LISTES

2 Listes chainées, révisions

Les listes chainées ont déja été vues dans le cours précédent. Nous commencons donc par
quelques révisions. Attention, nous profitons de ce que les listes ont « déja été vues en cours »
pour systématiser les techniques de programmation sur les listes. Il y a sans doute un vrai profit
a lire cette section. Si vous en doutez, essayez tout de suite les exercices de la section 2.4.

2.1 Opérations élémentaires sur les listes

Comme révision nous montrons comment réaliser les ensembles (d’entiers) a partir des listes
(d’entiers). Voici la définition des cellules de liste d’entiers.

class List {
int val ; // L’élément
List next ; // La suite

List (int wval, List next) {
this.val = val ; this.next = next ;
}
}

Un ensemble est représenté par une liste dont tous les éléments sont deux a deux distincts.
Nous ne spécifions aucune autre contrainte, en particulier aucun ordre des éléments d’une liste
n’est imposé. Pour la programmation, un premier point trés important a prendre en compte est
que null est un ensemble valable. Il est alors naturel d’écrire des méthodes statiques, car null
qui ne possede aucune méthode est une valeur légitime pour une variable de type List .

Commencons par calculer le cardinal d’en ensemble. Compte tenu de ce que les éléments des
listes sont deux a deux distincts, il suffit de calculer la longueur d’une liste. Employons donc la
boucle idiomatique

static int card(List xs) {

int r = 0 ;

for ( ; xs != null ; xs = xs.next)
r++ ; // pour v = r+l ;

return r ;

}

Ce premier code fait apparaitre qu’il n’est pas toujours utile de réserver une variable locale pour
la boucle idiomatique. Ecrire xs = xs.next ne fait que changer la valeur de la variable locale
xs (qui appartient en propre a 'appel de méthode) et n’a pas d’impact sur la liste elle-méme.
Ainsi écrire le code suivant ne pose pas de probleme particulier.

List xs = new List (1, new List (2, new List (3, new List (4,null)))) 1
int size = card(xs) ;

A la fin du code, la variable xs existe toujours et référence toujours la premiere cellule de la
liste {1, 2, 3, 4}. En fait, cette variable xs n’a rien a voir avec le parametre homonyme de la
méthode card et heureusement.

Poursuivons en affichant les ensembles, ou, plus exactement, en fabriquant une représentation
affichable des ensembles sous forme de chalne. Voici un premier essai d’écriture d’'une méthode
statique toString dans la classe List avec la boucle idiomatique.

static String toString(List xs) {
String r = "{" ;
for ( ; xs != null ; xs = xs.next )

r =r + xs.val + ", " ;
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r=r1 + 11}11 ;
return r ;

}

Le code est critiquable :

e L’affichage est laid, il y a une virgule en trop a la fin. Par exemple, pour la liste des entiers
1 et 3, on obtient "{1, 3, }".

e Le colt de production de la chaine est quadratique en la longueur de la liste. En effet la
concaténation de deux chaines (par +) cotite en proportion de la somme des longueurs des
chaines concaténées, car il faut allouer une nouvelle chaine pour y recopier les caractéres des
chaines concaténées. Pour une liste xs de longueur n on procede donc a n concaténations
de chaines, de tailles supposées régulierement croissantes ce qui mene au final a un cott
quadratique.

n(n+1)

2
Pour remédier au premier probléeme on peut distinguer le cas du premier élément de la liste.
Pour remédier au second probleme il faut utiliser un objet StringBuilder de la bibliotheque
Java (voir B.6.1.4). Les objets StringBuilder sont des chaines dynamiques, dont on peut
changer la taille. En particulier, ils possedent une méthode append (String str) qui permet
de leur ajouter une chaine str a la fin, pour un colit que I'on peut considérer proportionnel a
la longueur de str. Bref on a :

k+2xk+-nxk= K

static String toString(List xs) {
StringBuilder r = new StringBuilder () ; // Un StringBuilder & nous

r.append("{") ;

if (xs '= null) {
r.append(xs.val) ; // ajouter l’écriture décimale du premier entier
Xs = Xs.next ;
// et celles des sutvants préfizées par ", "
for ( ; xs != null ; xs = xs.next )

r.append(”, " + xs.val) ;
}
r.append("}") ;

// Renvoyer la chaine contenue dans le StringButilder
return r.toString() ;

}

Apres cet échauffement, écrivons ensuite la méthode mem qui teste ’appartenance d’un entier
a un ensemble.

static boolean mem(int x, List xs) {

for ( ; xs !'= null ; xs = xs.next) {
if (x == xs.val) return true ;
}
return false ;
}

On emploie la boucle idiomatique, afin de parcourir la liste et de retourner de la méthode mem
deés qu'un entier égal a x est trouvé. Comme on le sait certainement déja une écriture récursive
est également possible.

static boolean mem(int x, List xs) {
if (xs == null) {
return false ;
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} else {
return (x == xs.val) || mem(x, xs.next) ;
}
}

La version récursive provient directement de la définition inductive des listes, elle tient en deux
équations :
M(z,0) = fauz
M(z, (¢, X") = (x=2")Vv M(z,X")

Ces deux équations sont le support d’une preuve par induction structurelle évidente de la cor-
rection de mem.

Alors, que choisir 7 De fagon générale le code itératif (le premier, avec une boucle) est plus
efficace que le code récursif (le second), ne serait-ce que parce que les appels de méthode sont
assez coliteux. Mais le code récursif résulte d’une analyse systématique de la structure de données
inductive, et il a bien plus de chances d’étre juste du premier coup. Ici, dans un cas aussi simple,
le code itératif est préférable (en Java qui favorise ce style).

2.2 Programmation siire, style dit fonctionnel

Nous envisageons maintenant des méthodes qui fabriquent de nouveaux ensembles. Com-
mengons par la méthode add qui ajoute un élément & un ensemble. Le point remarquable est
qu'un ensemble contient au plus une fois un élément donné. Une fois disponible la méthode mem,
écrire add est tres facile.

static List add(int x, List xs) {
if (mem(x, xs)) {
return xs ;
} else {
return new List (x, xs) ;
}
}

Attaquons ensuite la méthode remove qui enleve un élément x d’un ensemble X. Nous
choisissons de suivre le principe des structures de données dites fonctionnelles ou non-mutables
ou encore persistantes. Selon ce principe, on ne modifie jamais le contenu des cellules de liste.
Cela revient & considérer les listes comme définies inductivement par L(E) = {0} U (FE x L(E)),
et il est important d’admettre dés maintenant que cette approche rend la programmation bien
plus sire.

Pour écrire remove, raisonnons inductivement : dans un ensemble vide, il n’y a rien a enlever ;
tandis que dans un ensemble (une liste) X = (2, X') on distingue deux cas :

e L’élément x & enlever est égal & z’ et alors X moins x est X', car X est une liste d’éléments

deux & deux distincts et donc X’ ne contient pas z.
e Sinon, il faut enlever x de X’ et ajouter x’ a la liste obtenue, dont on sait qu’elle ne peut
pas contenir z’.
Soit en équations :

R(z,0) = 0
R(z,(z, X)) = X'
R(z,(«, X)) = (2/,R(z,X")) avecx # 2/

Et en Java :

static List remove(int x, List xs) {
if (xs == null) {

return null ;
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} else if (x == xs.val) {
return xs.next ;
} else {
return new List (xs.val, remove(x, xs.next)) ;
}
}

En ce qui concerne ’état mémoire, remove (x,xs) renvoie une nouvelle liste (il y a des new),
dont le début est une copie du début de xs, jusqu’a trouver I’élément x. Plus précisément, si
nous écrivons

List xs = new List(1, new List(2, new List (3, new List (4, null)))) ;
List ys = remove(3, xs) ;

Alors on a les structures suivantes en mémoire

<ol etof 1 [of—{2 o}~ [} {13
se[@}~{1[e}—~[2[+]

(Les cellules allouées par remove sont grisées.) On constate que la partie de la liste xs qui
précede 1’élément supprimé est recopiée, tandis que la partie qui suit 1’élément supprimé est
partagée entre les deux listes. Dans le style persistant on en vient toujours a copier les parties
des structures qui sont changées.

Au passage, si on écrit plutot

List xs = new List(1, new List(2, new List (3, new List (4, null)))) ;
xs = remove(3, xs) ;

Alors on obtient

ECEE B EICSETIN
so[o} 1o} ~2]e]

C’est-a-dire exactement la méme chose, sauf que la variable xs pointe maintenant vers la nouvelle
liste et qu’il n’y a plus de référence vers la premiere cellule de 'ancienne liste. Il en résulte
que la mémoire occupée par les trois premieres cellules de I'ancienne liste ne peut plus étre
accédée par le programme. Ces cellules sont devenues les miettes et le gestionnaire de mémoire
de lenvironnement d’exécution de Java peut les récupérer. Le ramassage des miettes (garbage
collection) est automatique en Java, et c’est un des points forts du langage.

Ecrivons maintenant remove avec une boucle. Voici un premier essai : parcourir la liste xs
en la recopiant en évitant de copier tout élément égal a x.

static List remove(int x, List xs) {
List r = null ;

for ( ; xs !'= null ; xs = xs.next ) {
if (x '= xs.val)
r = new List(xs.val, r) ;
}
return r ;

}

Et ici apparait une différence, alors que la version récursive de remove préserve l'ordre des
éléments de la liste, la version itérative inverse cet ordre. Pour s’en convaincre, on peut remarquer
que lorsque qu’une nouvelle cellule new List (xs.val, r) est construite, I’élément xs.val est
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Fia. 1 — Les quatre itérations de remove

BCRBCREC N I C R HC RGN
1IN [e]r [LN\] [2]e]
|
g "
BCRBCREC NN C R EC R EICREIN

N [2]e] [2]8] @ [N [2]e]
1 - !

ajouté au début de la liste r, tandis qu’il est extrait de la fin de la liste des éléments déja
parcourus. On peut aussi schématiser I’état mémoire sur ’exemple déja utilisé. Avant la boucle

XXSI%'
HCRBCEEICEEN
|§|r

La figure 1 schématise ’état de la mémoire a la fin de chacune des quatre itérations, la cellule
nouvelle étant grisée. Et enfin voici le bilan de I’état mémoire, pour le programme complet.

List xs = new List(1, new List(2, new List (3, new List (4, null))))
List ys = remove(3, xs) ;

e S EICSEICSEIN

Iil\l |2|T| Iil*l @YS

3

L’inversion n’a pas d’importance ici, puisque les ensembles sont des listes d’éléments deux a
deux distincts sans autre contrainte, le code itératif convient. Il n’en y irait pas de méme si les
listes étaient ordonnées.

Il est possible de procéder itérativement et de conserver l'ordre des éléments. Mais c’est
un peu plus difficile. On emploie une technique de programmation que faute de mieux nous
appellerons initialisation différée. Jusqu’ici nous avons toujours appelé le constructeur des listes
a deux arguments, ce qui nous garantit une bonne initialisation des champs val et next des
cellules de liste. Nous nous donnons un nouveau constructeur List (int val) qui initialise
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seulement le champ val.! Le champ next sera affecté une seule fois plus tard, ce qui revient
moralement a une initialisation.

List (int val) { this.val = val ; }

Pour illustrer l'initialisation différée, nous commencons par un exemple plus facile.

Exercice 2 Copier une liste en respectant 'ordre de ses éléments, sans écrire de méthode
récursive.

Solution. L’idée revient a parcourir la liste xs en copiant ses cellules et en délégant 'initialisa-
tion du champ next a l'itération suivante. Il y a un petit décalage a gérer au début et a la fin
du parcours.

static List copy(List xs) {

if (xs == null) return null ;

// Ici la copie posséde au moins une cellule, que wvotict

List r = new List (xs.val) ;

// last pointe sur la derniére cellule de la liste r

List last = r ;

// Parcourir la suite de zs

for ( xs = xs.next ; xs != null ; xs = xs.next ) {
// « initialiser » last.next 4 une nouvelle cellule
last.next = new List (xs.val) ;
/#% qui devient donc la derniére cellule du résultat sx/
last = last.next ;

}

// « initialiser » le next de la toute derniére cellule & une liste vide
last.next = null ; // Inutile, mais c’est plus propre
return r ;

3

On observe que le code construit une liste sur laquelle il maintient deux références, r pointe sur la
premiere cellule, tandis que last pointe sur la derniere cellule — sauf trés brievement au niveau
du commentaire /**...**/ ou last pointe sur I'avant-derniére cellule. Plus précisément, la
situation en « régime permanent » avant la ligne qui précede le commentaire /**...**/ est
la suivante :

DG EIC B TSN
[ Tel—{2]7]

r last

Et apres ajout d’'une nouvelle cellule par last.next = new List(xs.val).

'En fait, un champ de type objet non-initialisé explicitement contient la valeur par défaut null, voir B.3.3.
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DG EIC I R T EELN
HCEIC I

r last

(La cellule qui vient d’étre allouée est grisée). Et enfin apres exécution de Paffectation last ==
last.next.

[1[e}—2[e}—{3 [e}={i e}~ ]
[e}—~2[e}—~{3]7]

r last

On congoit qu’avec un tel dispositif il est facile d’ajouter de nouvelles cellules de liste a la fin du
résultat et possible de rendre le résultat (avec r qui pointe sur la premiere cellule). On observe
le cas particulier traité au début, il résulte de la nécessité d’identifier le cas ou il ne faut pas
construire la premiere cellule du résultat.

Enfin, la méthode itérative construit exactement la méme liste que la méthode récursive,
méme si les cellules de listes sont allouées en ordre inverse. En effet la méthode récursive al-
loue la cellule apres que la valeur du champ next est connue, tandis que la méthode itérative
I’alloue avant. O

La figure 2 donne la nouvelle version itérative de remove, écrite selon le principe de I'ini-
tialisation différée. Par rapport a la copie de liste, le principal changement est la possibilité
d’arrét de la copie a l'intérieur de la boucle. En effet, lorsque I’élément & supprimer est identifié
(x == xs.val), nous connaissons la valeur & ranger dans last.next, puisque par ’hypothese
« Xs est un ensemble », xs moins I’élément x est exactement xs.next, on peut donc arréter
la copie. On observe également les deux cas particuliers traités au début, ils résultent, comme
dans la copie de liste, de la nécessité d’identifier les cas ou il ne faut pas construire la premiere
cellule du résultat. Au final le code itératif est quand méme plus complexe que le code récursif.
Par conséquent, si l'efficacité importe peu, par exemple si les listes sont de petite taille, la
programmation récursive est préférable.

Nous pouvons maintenant étendre les opérations élémentaires impliquant un élément et un
ensemble et programmer les opérations ensemblistes du test d’inclusion, de 'union et de la
différence. Pour programmer le test d’inclusion xs C ys, il suffit de tester I’appartenance de
tous les éléments de xs a ys.

static boolean included(List xs, List ys) {
for ( ; xs !'= null ; xs = xs.next )
if (Imem(xs.val, ys)) return false ;
return true ;

3
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Fia. 2 — Enlever un élément selon la technique de 'initialisation différée

static List remove(int x, List xs) {
/* Deuz cas particuliers */

if (xs == null) return null ;
/* Ici s != null, donc zs.val existe */
if (x == xs.val) return xs.next ;

/* Ici la premiére cellule du résultat existe et contient zs.val */
List r = new List (xs.val) ;
List last = r ;
/* Cas général : copter zs (dans 7), jusqu’d trouver xz */
for ( xs = xs.next ; xs != null ; xs = xs.next ) {
if (x == xs.val) {
// « initialiser » last.next 4 xs moins zs.val (c-a-d. xzs.next)
last.next = xs.next ;
return r ;
}
// « initialiser » last.next 4 une nouvelle cellule
last.next = new List (xs.val) ;
last = last.next ;

}

// « initialiser » last.next 4 une liste vide
last.next = null ; // Inutile mais c’est plus propre.
return r ;

Exercice 3 Programmer ['union et la différence ensembliste.

Solution. Pour 'union, il suffit d’ajouter tous les élément d’un ensemble a I'autre.

static List union(List xs, List ys) {

List r = ys ;

for ( ; xs !'= null ; xs = xs.next )
r = add(xs.val, r) ;

return r ;

¥

On aurait méme pu se passer de la variable r pour écrire ys = add(xs.val, ys) et puis
return ys. Mais la clarté en aurait souffert.

Pour la différence des ensembles, légerement plus délicate en raison de la non-commutativité,
on enleve de xs tous les éléments de ys.

// Renvoie xs\ys
static List diff(List xs, List ys) {
List r = xs ;

for ( ; ys !'= null ; ys = ys.next )
r = remove(ys.val, r) ;
return r ;

3
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2.3 Programmation dangereuse, structures mutables

Les méthodes remove de la section précédente copient tout ou partie des cellules de la liste
passée en argument. On peut, par exemple dans un souci (souvent mal venu, disons le tout de
suite) d’économie de la mémoire, chercher & éviter ces copies. C’est parfaitement possible, a
condition de s’autoriser les affectations des champs des cellules de liste. On parle alors de struc-
ture de données mutable ou impérative. Ainsi, dans le remove récursif on remplace 1’allocation
d’une nouvelle cellule par la modification de I’ancienne cellule, et on obtient la méthode nremove
destructive ou en place suivante

static List nremove(int x, List xs) {
if (xs == null) {
return null ;

} else if (x == xs.val) {
return xs.next ;

} else {
xs.next = nremove(x, xs.next) ;
return xs ;

}

}

On peut adapter la seconde version itérative de remove (figure 2) selon le méme esprit, les
références r et last pointant maintenant, non plus sur une copie de la liste passée en argument,
mais sur cette liste elle-méme.

static List nremove(int x, List xs) {
/* Deuz cas particuliers */
if (xs == null) return null ;
if (x == xs.val) return xs.next ;

// Ici la premiére cellule du résultat existe et contient zs.wal,
List r = xs ;
List last = r ;
/* Cas général : chercher z dans xs pour enlever sa cellule */
for ( xs = xs.next ; xs != null ; xs = xs.next ) {
/*% Ici, on a last.next == xs %%/
if (x == xs.val) {
// Enlever la cellule pointée par zs
last.next = xs.next ;
return r ;
3
last.next = xs ; // Affectation inutile
last = last.next ;

/** Exceptionnellement, on a xs == last *x/
+
last.next = null ; // Affectation inutile
return r ;

¥

On note que la version itérative comporte des affectations de last.next inutiles. En effet, a
I'intérieur de la boucle les références xs et last.next sont toujours égales, car last pointe
toujours sur la cellule qui précede xs dans la liste passée en argument, sauf tres brievement au
niveau du second commentaire /**...**/ En régime permanent, la situation au début d’une
itération de boucle (avant le premier commentaire /**...** /) est la suivante
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x lastl%l XS
e [ob 1 [o}—2 o3 [e}—[1 ]\

Et en fin d’itération, apres le second commentaire /**...%*/ on a

La recherche de xs.val == x est terminée, et le champ next de la cellule 1last qui précede la
cellule xs est affecté.

Puis la liste r est renvoyée.
Au final, I'effet de nremove (int x, List xs) s’apparente a un court-circuit de la cellule
qui contient x. Ainsi exécuter

List xs = new List(1, new List(2, new List (3, new List (4, null)))) ;
List ys = nremove(3, xs) ;

produit ’état mémoire

XS

ys| &

Un probléme majeur survient donc : I’ensemble xs est modifié! On comprend donc pourquoi
nremove est dite destructive. On peut se dire que cela n’est pas si grave et que 'on saura en
tenir compte. Mais c’est assez vain, car si on supprime le premier élément de ’ensemble xs, le
comportement est différent

| L]et—2]e] |3|'4—>|}1|\|

List xs = new List(1, new List(2, new List (3, new List (4, null)))) ;
List ys nremove(l, xs) ;

Alors on obtient

XS

HCHC B BN

ys| o]
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Et on observe qu’alors ’ensemble xs n’a pas changé.

En conclusion, la programmation des structures mutables est tellement délicate qu’il est
souvent plus raisonnable de s’abstenir de I'employer. Comme toujours en programmation, la
maxime ci-dessus souffre des exceptions, dans les quelques cas ou 'on possede une maitrise
complete des structures de données, et en particulier, quand on est absolument sir que les
structures modifiées ne sont connues d’aucune autre partie du programme.

Un bon exemple de ce type d’exception est la technique d’initialisation différée employée dans
la seconde méthode remove itérative de la figure 2. En effet, le champ next est affecté une seule
fois, et seulement sur des cellules fraiches, allouées par la méthode remove elle-méme, et qui ne
sont accessible qu’a partir des variables r et 1ast elles-mémes locales & remove. Par conséquent,
les modifications apportées a certaines cellules sont invisibles de ’extérieur de remove.

2.4 Controle de la révision

Nous avons divisé les techniques de programmation sur les listes selon deux fois deux
catégories. Les listes peuvent étre fonctionnelles (persistantes) ou mutables (impératives), et
la programmation peut étre récursive ou itérative.

Afin d’étre bien str d’avoir tout compris, programmons une opération classique sur les listes
des quatre facons possibles. Concaténer deux listes signifie, comme pour les chaines, ajouter les
éléments d’une liste a la fin de 'autre. Nommons append la méthode qui concaténe deux listes.
La programmation récursive non-mutable résulte d’une analyse simple de la structure inductive
de liste.

static List append(List xs, List ys) {
if (xs == null) {
return ys ; // A0,Y)=Y
} else {
return new List (xs.val, append(xs.next, ys)) ; // A((z,X),Y) = (2, A(X,Y))
}
}

Nommons nappend la version mutable de la concaténation. L’écriture récursive de nappend a
partir de la version fonctionnelle est mécanique. Il suffit de remplacer les allocations de cellules
par des modifications.

static List nappend(List xs, List ys) {
if (xs == null) {
return ys ;
} else {
xs.next = nappend(xs.next, ys)) ;
return xs ;
}
+

Pour la programmation itérative non-mutable, on a recours a linitialisation différée.

static List append(List xs, List ys) {

if (xs == null) return ys ;

List r = new List (x.val) ;

List last = r ;

for ( xs = xs.next ; xs != null ; xs = xs.next ) {
last.next = new List(xs.val) ;
last = last.next ;

}

last.next = ys ;

return r ;
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}

Pour la programmation mutable et itérative, on supprime les allocations de la version non-
mutable et on remplace les initialisations différées par des affectations des champs next de la
liste passée comme premier argument. On n’explicite que la derniere affectation de last.next
qui est la seule qui change quelque chose.

static List nappend(List xs, List ys) {
if (xs == null) return ys ;
List r = xs ;
List last = r ;

for ( xs = xs.next ; xs != null ; xs = xs.next ) {
last = last.next ;

}

last.next = ys ;

return r ;

}

Voici un autre codage plus concis de la méme méthode, qui met en valeur la recherche de la
derniere cellule de la liste xs.

static List nappend(List xs, List ys) {

if (xs == null) return ys ;
List last = xs ;
for ( ; last.next != null ; last = last.next )

; // idiome : boucle qui ne fait rien
last.next = ys ;
return xs ;

}

Enfin on constate que le cotut de la concaténation est de 'ordre de n opérations élémentaires,
ou n est la longueur de la premiere liste.

Exercice 4 Que fait le programme suivant ?

List xs = new List (1, new List (2, new List (3, null))) ;
List ys = nappend(xs, xs) ;

Solution. Le programme affecte la référence xs au champ next de la derniére cellule de la
liste xs. Il en résulte une liste « bouclée ».

Xs

[ L]eg—=12]e—={3]$]

ys

Et pour étre vraiment str d’avoir compris, nous conseillons encore un exercice, d’ailleurs un
peu piégé.

Exercice 5 Programmer les deux versions fonctionnelles, itérative et récursive, de reverse la
méthode qui inverse une liste.

Solution. Une fois n’est pas coutume, la version itérative est de loin la plus naturelle.
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static List reverse(List xs) {
List r = null ;

for ( ; xs != null ; xs = xs.next )
r = new List (xs.val, r) ;
return r ;

}

En effet, en parcourant (lisant) une séquence quelconque d’entiers (par ex. en lisant des entiers
entrés au clavier) pour construire une liste, la liste est naturellement construite dans l'ordre
inverse de la lecture. De fait, les éléments sont ajoutés au début de la liste construite alors qu’il
sont extraits de la fin de la séquence lue — voir aussi le premier remove itératif de la section 2.2.
C’est souvent embétant, mais ici c’est utile.

Ecrire la version récursive est un peu gratuit en Java. Mais la démarche ne manque pas
d’intérét. Soit R la fonction qui inverse une liste et A la concaténation des listes, le premier
élément de la liste que I'on souhaite inverser doit aller a la fin de la liste inversée. Soit I’équation :

R((z, X)) = A(R(X), (z,0))

On est donc tenté d’écrire :

// Mawvais code, montre ce qu’il faut éviter.
static List reverse(List xs) {
if (xs == null) {
return null ;
} else {
return append(reverse(xs.next), new List (xs.val, null)) ;
}
}

Ce n’est pas une tres bonne idée, car pour inverser une liste de longueur n, il en cotitera au
moins de I'ordre de n? opérations élémentaires, correspondant aux n append effectués sur des
listes de taille n — 1,...0.

Un truc des plus classiques vient alors a notre secours. Le truc revient & considérer une
méthode auxiliaire récursive qui prend deux arguments. Nous pourrions donner le truc directe-
ment, mais préférons faire semblant de le déduire de démarches plus générales, I’'une théorique
et l'autre pratique.

Commencons par la théorie. Généralisons I’équation précédente, pour toute liste Y on a

A(R((z, X)),Y) = A(A(R(X), (2,0)),Y)

Or, quelles que soient les listes X, Y et Z,ona A(A(X,Y), Z) = A(X, A(Y, Z)) (la concaténation

est associative). Il vient :
A(R((z,X)),Y) = A(R(X), A((=, ®)7 Y))

Autrement dit :
A(R((z, X)), Y) = A(R(X), (z,Y))

Posons R'(X,Y) = A(R(X),Y), autrement dit R’ renvoie la concaténation de X inversée et de Y.
Avec cette nouvelle notation, I’équation précédente s’écrit :

R,((l‘,X)),Y) = R/(Xa (:L‘, Y))

Equation qui permet de calculer R’ récursivement, puisque de toute évidence R'((,Y) =Y.
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private static reverseAux(List xs, List ys) {
if (xs == null) {
return ys ;
} else {
return reverseAux(xs.next, new List (xs.val, ys)) ;
}
}

Par ailleurs on a R'(X,0) = A(R(X),0) = R(X) et donc :

static List reverse(List xs) {
return reverseAux(xs, null) ;

}

Pour l'approche pratique du truc, il faut savoir que 'on peut toujours et de facon assez
simple remplacer une boucle par une récursion. Commencons par négliger les détails du corps
de la boucle de reverse itératif. Le corps de la boucle lit les variables xs et r puis modifie r.
On réécrit donc la boucle ainsi

for ( ; xs != null ; xs = xs.next )
r = body(xs, r) ;

Ou la méthode body est évidente.

Considérons maintenant une itération de la boucle comme une méthode loop. Cette méthode
a besoin des parametres xs et r. Si xs est null, alors il n'y a pas d’itération (pas d’appel de
body) et il faut passer le résultat r courant a la suite du code. Sinon, il faut appeler l'itération
suivante en lui passant r modifié par ’appel a body. Dans ce cas, le résultat a passer a la suite du
code est celui de l'itération suivante. On opere ensuite un petit saut sémantique en comprenant
« passer a la suite du code » comme « retourner en tant que résultat de la méthode loop ». Soit :

private static List loop(List xs, List r) {
if (xs == null) {
return r ;
} else {
return loop(xs.next, body(xs, r)) ;
}
}

La méthode loop est dite récursive terminale car la derniere opération effectuée avant de re-
tourner est un appel récursif. Ou plus exactement I'unique appel récursif est en position dite
terminale.

Enfin, dans le corps de reverse itératif, on remplace la boucle par un appel a loop.

static List reverse(List xs) {
List r = null ;
r = loop(xs, r) ;
return r ;

3

On retrouve, apres nettoyage, le méme code qu’en suivant la démarche théorique. De tous ces
discours, il faut surtout retenir I’équivalence entre boucle et récursion terminale. O

3 Tri des listes

Nous disposons désormais de techniques de programmation élémentaires sur les listes. Il est
temps d’aborder des programmes un peu plus audacieux, et notamment de considérer des al-
gorithmes. Le tri est une opération fréquemment effectuée. En particulier, les tris interviennent
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souvent dans d’autres algorithmes, dans le cas fréquent ou il plus simple ou plus efficace d’effec-
tuer des traitements sur des données prises dans l'ordre plutot que dans le désordre.

Exercice 6 Programmer la méthode static List uniq( List xs) qui élimine les doublons
d’une liste.

Solution. Dans une liste triée les éléments égaux se suivent. Pour enlever les doublons d’une
liste triée, il suffit donc de parcourir la liste en la copiant et d’éviter de copier les éléments égaux
a leur successeur dans la liste.

private static List uniqSorted(List xs) {

if (xs == null || xs.next == null) { // zs a zéro ou un élément
return xs ;
} // desormais zs != null €% zs.next != null
else if (xs.val == xs.next.val) ;
return uniqSorted(xs.next) ;
} else {
return new List (xs.val, uniqSorted(xs.next)) ;
}
}
La sémantique séquentielle du ou logique || permet la concision (voir B.7.3). En supposant

donnée une méthode sort de tri des listes, on écrit la méthode uniq qui accepte une liste
quelconque.

static List uniq(List xs) { return uniqSorted(sort(xs)) ; }

On peut discuter pour savoir si uniq ci-dessus est plus simple que la version sans tri ci-dessous
ou pas.

static List uniq(List xs) {
List r = null ;
for ( ; xs != null ; xs = xs.next )
if ('mem(x.val, xs))
r = new List (xs.val, r) ;
return r ;

}

En revanche, comme on peut trier une liste au prix de de ’ordre de n log n opérations élémentaires
(n longueur de xs), et que le second uniq effectue au pire de I'ordre de n? opérations élémentaires,
il est certain que le premier uniq est asymptotiquement plus efficace. o

Les algorithmes de tri sont nombreux et ils ont fait ’objet d’analyses tres fouillées, en raison
de leur intérét et de leur relative simplicité. Sur ce point [6] est une référence fondamentale.

3.1 Tri par insertion

Ce tri est un des tris de listes les plus naturels. L’algorithme est simple : pour trier la liste xs,
on la parcourt en insérant ses éléments a leur place dans une liste résultat qui est donc triée.
C’est la technique généralement employée pour trier une main dans les jeux de cartes.

static List insertionSort(List xs) {
List r = null ;

for ( ; xs !'= null ; xs = xs.next )
r = insert(xs.val, r) ;
return r ;

}
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Il reste a écrire I'insertion dans une liste triée. L’analyse inductive conduit a la question suivante :
soit x un entier et Y une liste triée, quand la liste (z,Y") est elle triée 7 De toute évidence cela
est vrai, si

e Y est la liste vide 0,

e ou bien, Y = (y,Y’) et z < y.
En effet, si x <y, alors tous les éléments de Y triée sont plus grands (au sens large) que x, par
transitivité de <. Notons P(X) le prédicat défini par

P(z,0) = vrai P(z,(y,Y)=2<y
Soit I fonction d’insertion, selon I'analyse précédente on pose
I(z,Y) = (z,Y) siP(z,Y)
Si P(x,Y) est invalide, alors Y s’écrit nécessairement Y = (y,Y”) et on est tenté de poser

I(l‘, (Z/, Y,) = (yv I(x,Y/))

Et on aura raison. On montre d’abord (par induction structurelle) le lemme évident que I(z,Y)
regroupe les éléments de Y plus z. Ensuite on montre par induction structurelle que I(x,Y") est
triée.

Base Si P(z,Y) est vrai (ce qui comprend le cas Y = (), alors I(z,Y") est triée.

Induction Sinon, on a Y = (y,Y”). Par hypotheése d’induction I(z,Y”) est triée. Par ailleurs,
les éléments de I(z,Y”) sont ceux de Y’ plus z, et donc y est plus petit (au sens large)
que tous les éléments de I(z,Y’) (par hypothese (y,Y”) triée et P(z,Y) invalide). Soit
finalement (y, I(x,Y”)) est triée.

Il reste & programmer d’abord le prédicat P,

private static boolean here(int x, List ys) {
return ys == null || x <= ys.val ;

}

puis la méthode d’insertion insert.

private static List insert(int x, List ys) {
if (here(x, ys)) {
return new List (x, ys) ;
} else { // NB: !here(ys) => ys != null
return new List (ys.val, insert(x, ys.next)) ;
}
}

Penchons nous maintenant sur le cout de notre implémentation du tri par insertion. Par cout
nous entendons d’abord temps d’exécution. Les constructions élémentaires de Java employées?
s’exécutent en temps constant c’est a dire que leur couit est borné par une constante. Il en résulte
que méme si le colit d’un appel a la méthode here est variable, selon que le parametre ys vaut
null ou pas, ce cout reste inférieur a une constante correspondant a la somme des couts d’un
appel de méthode a deux parametres, d’un test contre null, d’un acces au champs val etc.

Il n’en va pas de méme de la méthode insert qui est récursive. De fait, le colit d’un appel
& insert s’exprime comme une suite /(n) d’une grandeur qui exprime la taille de l’entrée, ici
la longueur de la liste ys.

I1(0) < ko Itn+1) <I(n)+k

2 Attention, ce n'est pas toujours le cas, une allocation de tableau par exemple prend un temps proportionnel
a la taille du tableau. Par ailleurs nous négligeons le cout du garbage collector.
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Notons que pour borner I(n + 1) nous avons supposé qu'un appel récursif était effectué. I1 est
donc immédiat que I(n) est majorée par ki - n + ko. En premieére approximation, la valeur des
constantes k; et ko importe peu et on en déduit 'information pertinente que I(n) est en O(n).

En regroupant le cotit des diverses instructions de cotit constant de la méthode insertionSort
selon qu’elles sont exécutées une ou n fois, et en tenant compte des n appels a insert, le
cout S(n) d'un appel de cette méthode est borné ainsi :

i
L

n

—1
S(n) < I(k)+k2'n+k‘3Skl'n(T)—i-(ko—‘rkg)-n—i-kg
0

=
Il

Et donc le coiit de insertionSort est en O(n?). Il s’agit d'un coiit dans le cas le pire en
raison des majorations effectuées (ici sur I(n) principalement). Notons que la notation f(n)
est en O(g(n)) (il existe une constante k telle que, pour n assez grand, on a f(n) < k- g(n))
est particulierement justifiée pour les colits dans le cas le pire. Il faut noter que l'on peut
généralement limiter les calculs aux termes dominants en n. Ici on dira, insertionSort appelle
n fois insert qui est en O(k) pour k < n, et que insertionSort est donc en O(n?).

On peut aussi compter précisément une opération en particulier. Pour un tri on a tendance
a compter les comparaisons entre éléments. La démarche se justifie de deux fagons : I'opération
comptée est la plus colteuse (ici que lon songe au tri des lignes d’un fichier par exemple),
ou bien on peut affecter un compte borné d’opérations élémentaires a chacune des opérations
comptées. Nous y reviendrons, mais comptons d’abord les comparaisons effectuées par un appel
a insert.

1(0) =0 1<I(k+1)<k

On encadre ensuite facilement le nombre de comparaisons effectuées par insertionSort pour
une liste de taille n + 1.

n(n+1)

n<Shnh+1)< 5

Par conséquent S(n) effectue au plus de l'ordre de n? comparaisons et au moins de I'ordre
de n comparaisons. « De 'ordre de » a ici le sens précis que nous avons trouvé des ordres de
grandeur asymptotiques pour n tendant vers +oo. Plus exactement encore, S(n) est bornée
supérieurement par une fonction en ©(n?) et bornée inférieurement par une une fonction en
©(n). Il est rappelé (cf. le cours précédent) que f est dans O(g) quand il existe deux constantes
k1 et ko telles que, pour n assez grand, on a

k1-g(n) < f(n) <ka-g(n)

Par ailleurs, nous disposons d’une estimation réaliste du cotut global. En effet, d’une part, a
une comparaison effectuée dans un appel donné a insert nous associons toutes les opérations du
corps de cette méthode ; et d’autre part, le cotit des opérations en temps constant effectuées lors
d’une itération de la boucle de insertionSort peut étre affecté aux comparaisons effectuées
par I'appel a insert de cette itération.

Exercice 7 Donner des expériences particulieres qui conduisent d’une part & un coit en n? et
d’autre a un cout en n. Estimer le cout du tri de listes d’entiers tirés au hasard.

Solution. Trier des listes de taille croissantes et déja triées en ordre croissant donne un cott

en n?, car les insertions se font toujours & la fin de la liste r. Mais si les listes sont triées en

ordre décroissant, alors les insertion se font toujours au début de la liste r et le cout est en n.
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Enfin dans une liste quelconque, les insertions se feront plutot vers le milieu de la liste r et le
cotit sera plutdt en n?.

Plus rigoureusement, on peut estimer le nombre moyen de comparaisons, au moins dans le cas
plus facile du tri des listes de n entiers deux a deux distincts. Considérons 'insertion du k-ieme
élément dans la liste r triée qui est de taille k¥ — 1. Clairement, parmi toutes les permutations
de k éléments distincts, les sites d’insertion du dernier élément parmi les k£ — 1 premiers triés se
répartissent uniformément entre les k sites possibles. Dans ces conditions, si les permutations

sont équiprobables, le nombre moyen de comparaisons pour une insertion est donc

1 1 (k(k+1)
E(1+2+-~+k—1+k—1)_k( 5 —1)

Par ailleurs, les permutations de n éléments distincts se repartissent uniformément selon les
ensembles de leurs k premiers éléments. On a donc le coiit en moyenne

5(%)=O+%<@—1>+-~+%<@—1>+~-+%<W—1)

Autrement dit

- n+1)(n+2 1 3
S(n) = (n+Hn+2) Inn+O0(1) = —n*+ “n—Inn+ O(1)
4 4 4
Soit finalement le cotit moyen est en ©(n?). On note au passage que le coiit moyen est & peu
pres en rapport moitié du cotut dans le cas le pire, ce qui confirme peut-étre le résultat de notre
premier raisonnement hasardeux. O

On peut pareillement estimer le cout en mémoire. Ici on peut se contenter de compter les
cellules de liste allouées, et voir qu’'un tri alloue au plus de I’ordre de n? cellules et au moins de
l'ordre de n cellules.

3.2 Tri fusion

Le tri par insertion résulte essentiellement de I'opération d’insertion dans une liste triée. Un
autre tri plus efficace résulte de I'opération de fusion de deux listes triés. Par définition, la fusion
de deux listes triées est une liste triée qui regroupe les éléments des deux listes fusionnées. Cette
opération peut étre programmée efficacement, mais commencons par la programmer correcte-
ment. Sans que la programmation soit bien difficile, c’est notre premier exemple de fonction qui
opere par induction sur deux listes. Soit M (X,Y") la fusion (M pour merge). Il y a deux cas a
considérer
Base De toute évidence, M(0,Y) =Y et M(X,0) = X
Induction On a X = (z,X') et Y = (y,Y”). On distingue deux cas & peu prés symétriques.

e Si x <y, alors z minore non seulement tous les éléments de X’ (X est triée) mais aussi
tous les éléments de Y (transitivité de < et Y est triée). Procédons a 'appel récursif
M(X')Y), qui par hypotheése d’induction renvoie une liste triée regroupant les éléments
de X' et de Y. Donc, z minore tous les éléments de M (X', Y) c’est a dire que la liste
(z, M(X',Y)), qui regroupe bien tous les éléments de X et Y, est triée. On pose donc

M(X,Y)=(x,M(X")Y)), quand X = (z,X'),Y = (y,Y) etz <y
e Sinon, alors y < z et donc y < z. On raisonne comme ci-dessus, soit on pose

M(X,)Y) = (y, M(X, Y,))a quand X = (:E?X/)a Y = (yayl) et x>y
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Et en Java, il vient

static List merge(List xs, List ys) {
if (xs == null) {
return ys ;
} else if (ys == null) {
return xs ;
} // NB: désormais zs != null &% ys != null
else if (xs.val <= ys.val) {
return new List (xs.val, merge(xs.next, ys)) ;
} else { // NB: ys.wval < zs.wal
return new List (ys.val, merge(xs, ys.next)) ;

3

On observe que la méthode merge termine toujours, car les appels récursifs s’effectuent sur une
structure plus petite que la structure passée en argument, ici une paire de listes.

Estimons le cout de la fusion de deux listes de tailles respectives ny et nsg, en comptant les
comparaisons entre éléments. Au mieux, tous les éléments d’une des listes sont inférieurs & ceux
de lautre liste. Au pire, il y a une comparaison par élément de la liste produite.

min(nl, TLQ) < M(nl, TLQ) S ny + ng

Par ailleurs M (n1,n2) est une estimation raisonnable du cotit global, puisque compter les com-
paraisons revient quasiment a compter les appels et que, hors un appel récursif, un appel donné
effectue un nombre borné d’opérations toutes en cout constant.

Trier une liste xs a ’aide de la fusion est un bon exemple du principe diviser pour résoudre.
On sépare d’abord xs en deux listes, que l'on trie (inductivement) puis on fusionne les deux
listes. Pour séparer xs en deux listes, on peut regrouper les éléments de rangs pair et impair
dans respectivement deux listes, comme procede le début du code de la méthode mergeSort.

static List mergeSort(List xs) {
List ys = null, zs = null ;
boolean even = true ; // zéro est pair
for (List p =xs ; p !'= null ; p = p.next ) {
if (even) {
ys = new List (p.val, ys) ;
} else {
zs = new List (p.val, zs) ;
}
even = leven ; // k+1 a la parité opposée G celle de k

}

Il reste a procéder aux appels récursifs et a la fusion, en prenant bien garde d’appeler récursivement
mergeSort exclusivement sur des listes de longueur strictement plus petite que la longueur de xs.

if (zs == null) { // zs a zéro ou un élément
return xs ; // et alors xzs est triée
} else { // Les longueurs de ys et sz sont < & la longueur de zs
return merge (mergeSort(ys), mergeSort(zs)) ;
}
}
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Comptons les comparaisons qui sont toutes effectuées par la fusion :
S(0)=0 S(1)=0 S(n) = M([n/2],|n/2])+ S([n/2]) + S(|n/2]), pour n > 1
Soit I’encadrement
[n/2] + 5([n/2]) + S(|n/2]) < S(n) < n+S([n/2]) + S([n/2])

Si n = 2P*! on a la simplification trés nette

2P +2.5(2P) < S(2PT) < 2Pl 4 2. 5(2P)
Ou encore

1/2+ S(2P) /2P < S(2PF1)/2P+L <14 S(2P) /2P

Les récurrences sont de la forme 7'(0) = 0, T'(p + 1) = k + T'(p) de solution k - p. On a donc
I’encadrement

1/2.p.2P§5(2p)§p.2P

Soit un cotut de l'ordre de nlogn qui se généralise & n quelconque (voir 'exercice). Le point
important est que le tri fusion effectue toujours de I'ordre de nlogn comparaisons d’éléments.
Par ailleurs, le compte des comparaisons estime le cott global de fagon réaliste, puisque que
l'on peut affecter le cout de entre une et deux itérations de la boucle de séparation a chaque
comparaison de la fusion.

Exercice 8 (Franchement optionnel) Généraliser 'ordre de grandeur du compte des com-
paraisons a n quelconque.

Solution. Définissons une premiere suite U(n) pour minorer S(n)
U0)=0 U1)=0 U(2¢+2)=q+1+2-U(g+1) U(2¢+3)=q+1+U(¢+1)+U(q+2)
Notons que nous avons simplement détaillé

U(n) = [n/2] + U(In/2]) + U([n/2])

Si on y tient on peut montrer U(n) < S(n) par une induction facile. Par ailleurs on sait déja
que U(2P) vaut 1/2 - p - 2P. Toute 'astuce est de montrer que pour p assez grand et n tel que
2P <n < 2Pt ona U(2P) < U(n) < U(2PF) Posons D(n) = U(n + 1) — U(n). Il vient alors

D(0)=0 D(1) =1 D(2¢+2) = D(qg+1) D(2¢+3) =1+ D(g+1)

La suite D(n) est donc de toute évidence a valeurs dans N (c’est-a-dire D(n) > 0) et on a
certainement D(n) > 0 pour n impair. Ce qui suffit pour prouver I’encadrement pour tout p. En
effet U(2P) < U(n) résulte de D(n) > 0, tandis U(n) < U(2PT1) résulte de ce que 2PT! — 1 est
impair.

Soit maintenant n > 0, il existe un unique p, avec 2P < n < 2P*! et on a donc

1/2-p-2P <U(n)
Par ailleurs, la fonction z - logy(x) est croissante. Or, pour n > 1 on a n/2 < 2P, il vient donc

1/2 - logy(n/2) -n/2 < U(n)
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De méme, on borne supérieurement S(n) par la suite
V(0)=0 V(1)=0 Vin)=n+V([n/2])+V(|n/2]))
Suite dont on montre qu’elle est croissante, puis majorée par logy(2n) - 2n. Soit enfin
1/2 - logy(n/2) -n/2 < S(n) <logy(2n)-2n

On peut donc finalement conclure que S(n) est en ©(n-logn), ce qui est 1’essentiel. Si on souhaite
estimer les constantes cachées dans le © et pas seulement ’ordre de grandeur asymptotique, notre
encadrement est sans doute un peu large. O

3.3 Trier de grandes listes

Pour confirmer le réalisme des analyses de complexité des tris, nous trions des listes de N
entiers et mesurons le temps d’exécution des deux tris par insertion I et fusion M. Les éléments
des listes sont les N premiers entiers dans le désordre.

30 T T
I
25 M

DO
]
I

—_
o
I

0 b=~ +——+—F———F—F—F—F
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
N

Cette expérience semble confirmer que le tri par insertion est quadratique. Elle montre surtout
que le tri fusion est bien plus efficace que le tri par insertion.

Encouragés, nous essayons de mesurer le temps d’exécution du tri fusion pour des valeurs
de N plus grandes. Nous obtenons :

N=10000 T=0.093999

N=20000 T=0.411111

N=30000 T=0.609787

Exception in thread "main" java.lang.StackOverflowError
at List.merge(List.java:80)
at List.merge(List.java:78)

Otu de 'ordre de 1000 lignes at List.merge... sont effacées.

On voit que notre programme échoue en signalant que I'exception StackOverflowError
(débordement de la pile) a été lancée. Nous expliquerons plus tard précisément ce qui se passe.
Pour le moment, contentons nous d’admettre que le nombre d’appels de méthode en attente est
limité. Or ici, merge appelle merge qui appelle merge qui etc. et merge doit attendre le retour
de merge qui doit attendre le retour de merge qui etc. Et nous touchons la une limite de la
programmation récursive. En effet, alors que nous avons programmé une méthode qui semble
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théoriquement capable de trier des centaines de milliers d’entiers, nous ne pouvons pas I’exécuter
au dela de 30000 entiers.

Pour éviter les centaines de milliers d’appels imbriqués de merge nous pouvons reprogrammer
la fusion itérativement. On emploie la technique de l'initialisation différée (voir l’exercice 2),
puisqu’il est ici crucial de construire la liste résultat selon ’ordre des listes consommées.

static List merge(List xs, List ys) {
if (xs == null) return ys ;
if (ys == null) return xs ;
/* Ici le resultat a une premiére cellule */
/* reste 4 trouver ce qui va dedans */
List r = null ;
if (xs.val <= ys.val) {

r = new List (xs.val) ; xs = xs.next ;
} else {

r = new List (ys.val) ; ys = ys.next ;
}

List last = r ; // Derniére cellule de la liste résultat
/* Régime permanent */
while (xs != null & ys !'= null) {
if (xs.val <= ys.val) {
last.next new List (xs.val) ; xs = xs.next ;

} else {

last.next = new List (ys.val) ; ys = ys.next ;
}
last = last.next ; // Derniére cellule & nouveau

}
/* Ce n’est pas fint, une des deux listes peut ne pas étre vide */
if (xs == null) {
last.next = ys ;
} else {
last.next = xs ;

}

return r ;

¥

La nouvelle méthode merge n’a rien de difficile & comprendre, une fois assimilée 'initialisation
différée. Il faut aussi ne pas oublier d’initialiser le champ next de la toute derniere cellule allouée.

Mais attendons ! Le nouveau tri peut il fonctionner en pratique, puisque mergeSort elle méme
est récursive 7 Oui, car mergeSort s’appelle sur des listes de longueur divisée par deux, et donc le
nombre d’appels imbriqués de mergeSort vaut au plus & peu pres logs (N ), certainement inférieur
a 32 dans nos expériences ou N est un int. Ceci illustre qu’il n’y a pas lieu de « dérécursiver »
systématiquement.

Plutét que de simplement mesurer le temps d’exécution du nouveau mergeSort, nous allons
le comparer & un autre tri : celui de la bibliotheque de Java. La méthode statique sort (classe
Arrays, package java.util) trie un tableau de int passé en argument. Puisque nous tenons
a trier une liste, il suffit de changer cette liste en tableau, de trier le tableau, et de changer le
tableau en liste.

static List arraySort(List xs) {
// Copier les eléments de zs dans un tableau t
int sz = card(xs) ; // Longueur de la liste
int [] t = new int[sz] ;
int k = 0 ;
for (List p = xs ; xs != null ; xs = xs.next, k++) {
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t[k] = xs.val ;
X
// Trier t
java.util.Arrays.sort(t) ;
// Fabriquer une liste avec les éléments de t, attention & l’ordre !
List r = null ;
for (k = sz-1 ; k >= 0 ; k—-) {
r = new List(t[k], r) ;
}

return r ;

}

Employer une méthode de tri de la bibliotheque est probablement une bonne idée, car elle est
écrite avec beaucoup de soin et est donc tres efficace [1]. Observons qu’en supposant, et c’est
plus que raisonnable, un cott du tri en O(N log N), qui domine asymtotiquement nos transferts
de liste en tableau et réciproquement (en O(N)), on obtient un tri en O(N log N). Dans les
mesures, M est notre nouveau tri fusion, tandis que A est le tri arraySort.

£+ 41 ’|+ S B B B IR et el nill i 4+ T

0 5bOOIO 100000 150000 200000 250000 300000
N

On voit que notre méthode mergeSort conduit & un temps d’exécution qui semble & peu pres
linéaire, mais qu’il reste des progres a accomplir. De fait, en programmant un tri fusion destructif
(voir [7, Chapitre 12] par ex.) qui n’alloue aucune cellule, on obtient des temps bien meilleurs.
A vrai dire, les temps sont de ’ordre du double de ceux du tri de la biblioteque.

4 Programmation objet

Dans tout ce chapitre nous avons exposé la structure des listes. C’est-a-dire que les pro-
grammes qui se servent de la classe des listes le font directement, en pleine conscience qu’ils
manipulent des structures de listes. Cette technique est parfaitement correcte et féconde, mais
elle ne correspond pas a l’esprit d’un langage objet. Supposons par exemple que nous voulions
implémenter les ensembles d’entiers. Il est alors plus conforme a l’esprit de la programmation
objet de définir un objet « ensemble d’entiers » Set. Cette mise en forme « objet » n’abolit pas
la distinction fondamentale des deux sortes de structures de données, mutable et non mutable,
bien au contraire.

4.1 Ensembles non mutables

Spécifions donc une classe Set des ensembles.

class Set {
SetO) { ... }
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Set add(int x) { ... }
Set remove(int x) { ... }

}

Comparons la signature de méthode add des Set a celle de la méthode add de la classe List .

static List add(List xs, int x)

La nouvelle méthode add n’est plus statique, pour produire un ensemble augmenté, on utilise
maintenant la notation objet : par exemple s.add (1) renvoie le nouvel ensemble sU{ 1} — alors
que précédemment on écrivait List .add(s, 1) (voir section 2.2). On note que pour pouvoir
appeler la méthode add sur tous les objets Set, il n’est plus possible d’encoder I’ensemble vide
par null. L’ensemble vide est maintenant un objet construit par new Set ().

Bien entendu, il faut qu’une structure concrete regroupe les éléments des ensembles. Le plus
simple est d’encapsuler une liste dans chaque objet Set.

class Set {
// Partie privée
private List xs ;
private Set (List xs) { this.xs = xs ; }
// Partie visible
Set O { xs = null ; }
Set add(int x) { return new Set (List.add(xs, x)) ; }
Set remove(int x) { return new Set (List.remove(xs, x)) ; }

}

La variable d’instance xs et le constructeur qui prend une liste en argument sont privés, de sorte
que les clients de Set ne peuvent pas manipuler la liste cachée. Les « clients » sont les parties
du programme qui appellent les méthodes de la classe Set.

Comme le montre 'exemple suivant, il importe que les listes soient traitées comme des listes
non-mutables. En effet, soit le bout de programme

Set sO = new Set () ;

Set s1 = s0.add(1) ;
Set s2 = s1.add(2) ;
Set s3 = s2.add(3) ;

Nous obtenons ’état mémoire simplifié

ERE

[3]e7=12] e~

La méthode remove (page 12) ne modifie pas les champs des cellules de listes, de sorte que que
le programme

Set s4 = s3.remove(2) ;

n’entraine aucune modification des ensembles s2, s1 et s0.
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s2 s1 s0
Bk
ICEHCEHIN

s4

s3
XS

Il semble bien que ce style d’encapsulage d’une structure non-mutable est peu utilisé en
pratique. En tout cas, la bibliotheque de Java ne propose pas de tels ensembles « fonctionnels ».
Les deux avantages de la technique, a savoir une meilleure structuration, et une représentation
uniforme des ensembles, y compris ’ensemble vide, comme des objets, ne justifient sans doute
pas la cellule de mémoire supplémentaire allouée systématiquement pour chaque ensemble. L’en-
capsulage se rencontre plus fréquemment quand il s’agit de protéger une structure mutable.

4.2 Ensembles mutables

On peut aussi vouloir modifier un ensemble et non pas en construire un nouveau. Il s’agit
d’un point de vue impératif, étant donné un ensemble s, appliquer 'opération add (int x) a s,
ajoute I’élément = & s. Cette idée s’exprime simplement en Java, en faisant de s un objet (d’une
nouvelle classe Set) et de add une méthode de cet objet. On ajoute alors un élément z & s par
un appel de méthode s.add(x), et la signature de add la plus naturelle est

void add(int x)

La nouvelle signature de add révele I'intention impérative : s connu est modifié et il n’y a donc
pas lieu de le renvoyer apres modification.

Pour programmer la nouvelle classe Set des ensembles impératifs, on a recours encore une
fois a la technique d’encapsulage. Les objets de la classe Set posseédent une variable d’instance
qui est une List. Mais cette fois, les méthodes des objets Set modifient la variable d’instance.

class Set {

// Partie privée

private List xs ;

// Partie accessible

Set () { this.xs = null ; }

void add(int x) { xs = List.add (x, xs) ; }

void remove(int x) { xs = List.nremove(x, xs) ; }

public String toString() { return List.toString(xs) ; }
}

Le champ xs est privé, afin de garantir que la classe Set est la seule & manipuler cette liste. Cette
précaution autorise, mais n’impose en aucun cas, I’emploi des listes mutables au prix d’un risque
modéré, comme dans la méthode remove qui appelle List .nremove. Le caractere impératif des
ensembles Set est clairement affirmé et on ne sera (peut-étre) pas surpris par l'affichage du
programme suivant :

Set s1 = new Set() ;
Set s2 = s1 ;

sl.add(1) ; s1.add(2) ;
System.out.println(s2) ;

Le programme affiche {1, 2} car s1 et s2 sont deux noms du méme ensemble impératif.
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s2

ACREN

Plus généralement, en utilisant une structure de donnée impérative, on souhaite faire profiter
I’ensemble du programme de toutes les modifications réalisées sur cette structure. Cet effet ici
recherché est facilement atteint en mutant le champ privé xs des objets Set, c’est la raison
meéme de ’encapsulage.

sl XS

Exercice 9 Enrichir les objets de la classe Set avec une méthode diff de signature :
void diff(Set s) ; // enlever les éléments de s

Aller d’abord au plus simple, puis utiliser les structures de données mutables. Ne pas oublier de
considérer le cas s.diff (s)

Solution. On peut écrire d’abord
void diff(Set s) { this.xs = List.diff(this.xs, s.xs) ; }

Ou List .diff est non destructive (voir exercice 3), et ol on a écrit this .xs au lieu de xs pour
bien insister.

Utilsons maintenant les listes mutables. Compte tenu de la sémantique, il semble 1égitime de
modifier les cellules accessibles a partir de this . xs, mais pas celles accessibles a partir de s.xs.
On tente donc :

void diff(Set s) {
for (List ys = s.xs ; ys != null ; ys = ys.next)
this.xs = List.nremove(ys.val, this.xs) ;

}
L’emploi d’une nouvelle variable ys s’impose, car il ne faut certainement pas modifier s.xs. Plus
précisément on ne doit pas écrire for ( ; s.xs !'= null ; s.xs = s.xs.next ). Notons au

passage que la déclaration private List xs n’interdit pas la modification de s.xs : le code de
diff se trouve dans la classe Set et il a plein acceés aux champs privés de tous les objets de la
classe Set.

On vérifie que 'auto-appel s.diff (s) est correct, méme si c’est de justesse. Supposons par
exemple que xs pointe vers la liste (1, (2, (3,0))). Au début de la premiere itération, on a

this . xs

[L]eg—=(2 o3 \]

ys

Dans ces conditions, enlever ys.val (1) de la liste this.xs revient simplement & renvoyer
this .xs.next. Et a la fin de premiere itération, on a

this . xs

[L]e—=(2]e—{3 ]

ys



36 CHAPITRE I. LISTES

Les itérations suivantes sont similaires : on enleve toujours le premiere élément de la liste pointée
par this .xs, de sorte qu’en début puis fin de seconde itération, on a

this .xs this .xs
L2 ] o3\ o123\
ys ys

Puis au début et a la fin de la derniere itération, on a

this . xs this.xs|§|
L2 ] o3\ L2 ]3]\
ys ys

Et donc, this.xs vaut bien null en sortie de méthode diff, ouf. Tout cela est quand méme
assez acrobatique. O

5 Complément : listes bouclées

Des éléments peuvent étre organisés en séquence, sans que nécessairement la séquence soit
finie. Si la séquence est périodique, elle devient représentable par une liste qui au lieu de finir,
repointe sur une de ses propres cellules. Par exemple, on peut étre tenté de représenter les
décimales de 1/2 = 0.5, 1/11 = 0.090909 - - - et 1/6 = 0.16666 - - - par

S ]
e {0[e}+[0[6]  erT[el+6]¢]

Nous distinguons ici, d’abord une liste finie, ensuite une liste circulaire — le retour est sur la
premiere cellule, et enfin une liste bouclée la plus générale.

5.1 Représentation des polygones

Plus couramment, il est pratique de représenter un polygone fermé par la liste circulaire de
ses sommets. La séquence des points est celle qui correspond a 'organisation des sommets et

des arétes.
Ay As By By By By
A
A
Ay By Bs By Bs
Les polygones étant fermés, les listes circulaires sont naturelles. L’ordre des sommets dans la
liste est significatif, ainsi les polygones (ByB1B2B3) et (BgB1BsBs) sont distincts.

Pour représenter les polygones en machine, nous définissons une classe des cellules de liste
de points.
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import java.awt.* ;

class Poly {
private Point val ; private Poly next ;

private Poly (Point val, Poly next) { this.val = val ; this.next = next ; }

}
Tout est privé, compte tenu des manipulations dangereuses auxquelles nous allons nous livrer.
La classe Point des points est celle de la bibliotheque (package java.awt), elle est sans surprise :
p.x et p.y sont les coordonnées, p.distance(q) renvoie la distance entre les points p et q.
Nous allons concevoir et implémenter un algorithme de calcul de I’enveloppe convexe d’un
nuage de points, algorithme qui s’appuie naturellement sur la représentation en machine des
polygones (convexes) par les listes circulaires. Mais commengons d’abord par nous familiariser
tant avec la liste circulaire, qu’avec les quelques notions de géométrie plane nécessaires. Pour
nous simplifier un peu la vie nous allons poser quelques hypotheses.
e Les polygones ont toujours au moins un point. Par conséquent, null n’est pas un polygone.
e Les points sont en position générale. Ce qui veut dire que les points sont deux a deux
distincts, et qu’il n’y a jamais trois points alignées.
e Le plan est celui d’une fenétre graphique Java, c’est a dire que l'origine des coordonnées
est en haut et a gauche. Ce qui entraine que le repere est en sens inverse du repere usuel
du plan ('axe des y pointe vers le bas).

5.2 Opérations sur les polygones

L’intérét de la liste circulaire apparait pour, par exemple, calculer le périmetre d’un polygone.
Pour ce faire, il faut sommer les distances (AgA;), (A142), ... (An—1A40). Si nous représentions
le polygone par la liste ordinaire de ses points, le cas de la derniére aréte (A,_1Ap) serait
particulier. Avec une liste circulaire, il n’en est rien, puisque le champ next de la cellule du
point A,_1 pointe vers la cellule du point Ag. La sommation se fait donc simplement en un
parcours des sommets du polygone. Afin de ne pas sommer indéfiniment, il convient d’arréter
le parcours juste apres cette « derniere » aréte, c’est a dire quand on retrouve la « premiere »
cellule une seconde fois.

static double perimeter (Poly p) {
double r = 0.0 ;

Poly q = p ;

do {
r += q.val.distance(q.next.val) ;
q = gq.next ;

} while (q != p) ; // Attention : différence des références (voir B.3.1.1)
return r ;

}

L’usage d’une boucle do {...} while (...) (section B.3.4) est naturel. En effet, on veut finir
d’itérer quand on voit la premiere cellule une seconde fois, et non pas une premiere fois. On
observe que le périmetre calculé est 0.0 pour un polygone a un sommet et deux fois la distance
(ApAp) pour deux sommets.

Nous construisons un polygone a partir de la séquence de ses sommets, extraite d’un fichier
ou bien donnée a la souris. La lecture des sommets se fait selon le modele du Reader (voir
section B.6.2.1). Soit donc une classe PointReader des lecteurs de points pour lire les sources
de points (fichier ou interface graphique). Ses objets possedent une méthode read qui consomme
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et renvoie le point suivant de la source, ou null quand la source est tarie (fin de fichier, double
clic). Nous écrivons une méthode de construction du polygone formé par une source de points.

static Poly readPoly(PointReader in) {
Point pt = in.read() ;
if (pt == null) throw new Error ("Polygone vide interdit”) ;

Poly r = new Poly (pt, readPoints(in)) ;
nappend(r,r) ; // Pour refermer la liste, voir exzercice 4
return r ;

}

private static Poly readPoints(PointReader in) {
Point pt = in.read() ;
if (pt == null) {
return null ;
} else {
return new Poly(pt, readPoints(in)) ;
}
}

La programmation est récursive pour facilement préserver 'ordre des points de la source. La
liste est d’abord lue puis refermée. C’est de loin la technique la plus simple. Conformément
A nos conventions, le programme refuse de construire un polygone vide. A la place, il lance
I’exception Error avec pour argument un message explicatif. L’effet du lancer d’exception peut
se résumer comme un échec du programme, avec affichage du message (voir B.4.2 pour les
détails).

Nous nous posons maintenant la question d’identifier les polygones convexes. Soit maintenant
P un polygone. La paire des points p.val et p.next.val est une aréte (ApA;), c’est-a-dire un
segment de droite orienté. Un point quelconque @), peut se trouver a droite ou a gauche du
segment (ApA;p), selon le signe du déterminant det(AgA;, AgP). La méthode suivante permet
donc d’identifier la position d’un point relativement a la premiere aréte du polygone P.

private static int getSide(Point a0, Point al, Point q) {
return
(q.y - a0.y) * (al.x - a0.x) - (q.x - a0.x) * (al.y - a0.y) ;
}

static int getSide(Point q, Poly p) { return getSide (p.val, p.next.val, q) ; }

Par I’hypothese de position générale, getSide ne renvoie jamais zéro. Une vérification rapide
nous dit que, dans le systéeme de coordonnées des fenétres graphiques, si getSide (g, p) est
négatif, alors le point g est a4 gauche de la premiere aréte du polygone p.

Un polygone est convexe (et bien orienté) quand tous ses sommets sont a gauche de toutes
ses arétes. La vérification de convexité revient donc a parcourir les arétes du polygone et, pour
chaque aréte a vérifier que tous les sommets autres que ceux de ’aréte sont bien a gauche.

static boolean isConvex(Poly p) {
Poly a = p ; // a est l’aréte courante
do {
Poly s = a.next.next ; // s est le sommet courant
while (s != a) {
if (getSide(s.val, a) > 0) return false ;
s = s.next ; // sommet suivant
}
a

= a.next ; // aréte suivante
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} while (a !'= p) ;
return true ;

3

On note les deux boucles imbriquées, une boucle sur les sommets dans une boucle sur les arétes.
La boucle sur les sommets est une boucle while par souci esthétique de ne pas appeler getSide
avec pour arguments des points qui ne seraient pas en position générale.

Exercice 10 Que se passe-t-il si p est un polygone a un, & deux sommets ?

Solution. Dans les deux cas, aucune itération de la boucle intérieure sur les sommets n’est
exécutée. Par conséquent les polygones a un et deux sommets sont jugés convexes et bien orientés.
O

Pour un polygone & n sommets, la boucle sur les arétes est exécutée n fois, et a chaque fois, la
boucle sur les sommets est exécutée n — 2 fois. La vérification de convexité cotte donc de I'ordre
de n? opérations élémentaires.

Notons que la méthode getSide nous permet aussi de déterminer si un point est a 'intérieur
d’un polygone convexe.

static boolean isInside(Point q, Poly p) {
Poly a = p ;
do {
if (getSide(q, a) > 0) return false
a = a.next ;
} while (a !'= p) ;
return true ;

}

Notons que la convexité permet une définition et une détermination simplifiée de l'intérieur.
La méthode isInside a un coiit de 'ordre de n opération élémentaires, ou n est la taille du
polygone.

Exercice 11 Que se passe-t-il si p est un polygone a un, a deux sommets ?

Solution. Le cas limite du polygone a deux sommets est bien traité : pour trois points en
position générale, I'un des deux appels a getSide renvoie nécessairement un entier positif.
Par conséquent isInside renvoie nécessairement false, ce qui est conforme & l'intuition que
I'intérieur d’un polygone & deux sommets est vide.

Il n’en va pas de méme du polygone a un seul sommet, dont l'intérieur est a prior: vide.
Or, dans ce cas, getSide est appelée une seule fois, les deux sommets de I'aréte étant le méme
point. La méthode getSide renvoie donc zéro, et isInside renvoie toujours true. o

5.3 Calcul incrémental de I’enveloppe convexe

L’enveloppe convexe d’un nuage de points est le plus petit polygone convexe dont l'intérieur
contient tous les points du nuage. Pour calculer ’enveloppe convexe, nous allons procéder
incrémentalement, c’est-a-dire, en supposant que nous possédons déja I’enveloppe convexe des
points déja vus, construire ’enveloppe convexe des points déja vus plus un nouveau point.
Soit donc la séquence de points Py, Py,... P, dont nous connaissons l’enveloppe convexe E =
(EoE; ... E.), Et soit Q@ = Pgy1 le nouveau point.

e Si @ est a l'intérieur de F, ’enveloppe convexe ne change pas.
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e Sinon, il faut identifier deux sommets Fj; et E;, tels que tous les points de E sont a gauche
de (E;Q) et (QE;). La nouvelle enveloppe convexe est alors obtenue en remplacant la
séquence (E; ... E;) par (E;QE;).

Ey  Ey=Lj

E3s =E;
Sans réaliser une démonstration complete, il semble clair que @ se trouve a droite des
arétes supprimées et a gauche des des arétes conservées. Mieux, lorsque 1’on parcourt les
sommets du polygone, le sommet F; marque une premiere transition : ) est a gauche de
(Ei—1E;) et a droite de (E;E;41), tandis que le sommet E; marque la transition inverse.
On peut aussi imaginer que @) est une lampe, il faut alors supprimer les arétes éclairées
de ’enveloppe.
Il faut donc identifier les sommets de E ou s’effectuent les transitions « ) a gauche puis a droite »
et inversement. Le plus simple parait de se donner d’abord une méthode getRight qui renvoie
la « premiere » aréte qui laisse () a droite, a partir d’un sommet initial supposé quelconque.

static Poly getRight(Poly e, Point q) {
Poly p = e ;
do {
if (getSide(q, p) > 0) return p ;
p = p.next ;
} while (p !'= e) ;
return null ;

3

Notons que dans le cas ou le point @) est a l'intérieur de F, c’est-a-dire a gauche de toutes ses
arétes, getRight renvoie null. On écrit aussi une méthode getLeft pour détecter la premiere
aréte de F qui laisse ) a gauche. Le code est identique, au test getSide(q, p) > 0, a changer
en getSide(q, p) < 0, pres.

La méthode extend d’extension de ’enveloppe convexe, trouve d’abord une aréte qui laisse
(@ a droite, si une telle aréte existe. Puis, le cas échéant, elle continue le parcours, en enchainant
un getLeft puis un getRight afin d’identifier les points E; puis E; qui délimitent la partie
« éclairée » de ’enveloppe.

private static Poly extend(Poly e, Point q) {
Poly oneRight = getRight(e, q) ;
if (oneRight == null) return e ; // Le point q est intérieur
// L’aréte issue de oneRight est éclairée
Poly ej = getLeft(oneRight.next, q) ; // lumiére -> ombre
Poly ei = getRight(ej.next, q) ; // ombre -> lumiére
Poly r = new Poly(q, ej) ;
ei.next =1 ;
return r ;

}

La structure de liste circulaire facilite I’écriture des méthodes getRight et getLeft. Elle per-
met aussi, une fois trouvés E; et Ej, une modification facile et en temps constant de I’enveloppe
convexe. Les deux lignes qui effectuent cette modification sont directement inspirées du des-
sin d’extension de polygone convexe ci-dessus. Il est clair que chacun des appels a getRight
et getLeft effectue au plus un tour du polygone E. La méthode extend effectue donc au pire
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trois tours du polygone E (en pratique au plus deux tours, en raison de l’alternance des appels
a getRight et getLeft). Elle est donc en O(c), ou ¢ est le nombre de sommets de ’enveloppe
convexe.

Il nous reste pour calculer ’enveloppe convexe d’un nuage de points lus dans un PointReader
a initialiser le processus. On peut se convaincre assez facilement que extend fonctionne correc-
tement des que E possede deux points, car dans ce cas il existe une aréte éclairée et une aréte
sombre. On écrit donc.

static Poly convexHull(PointReader in) {
Point q1 = in.read() ;
Point g2 = in.read() ;
if (q1 == null || 92 == null) throw new (Error "Pas assez de points") ;

Poly e = new Poly (q1, new Poly (q2, null)) ;

nappend(e,e) ; // Refermer la liste

for ( ; ; ) { // Idiome : boucle infinie
Point q = in.read()
if (q == null) return e ;
e = extend(e, q) ;

}

}

Pour un nuage de n points, on exécute de 'ordre de n fois extend, dont le cott est en O(c),
sur des enveloppes qui possédent ¢ < n sommets. Le programme est donc en O(n?). Le temps
d’exécution dépend parfois crucialement de I'ordre de présentation des points. Dans le cas ol par
exemple 'enveloppe convexe est formée par les trois premiers points lus, tous les points suivants
étant intérieurs a ce triangle, alors on a un cotit linéaire. Malheureusement, si tous les points de
I’entrée se retrouvent au final dans ’enveloppe convexe, le cout est bien quadratique. La version
web du cours pointe vers un programme de démonstration de cet algorithme.

5.4 Calcul efficace de ’enveloppe convexe

L’enveloppe convexe d’'un nuage de n points du plan peut se calculer en O(nlogn) opérations,
a l'aide de l'algorithme classique de la marche de Graham (Graham scan) Nous n’expliquerons
pas la marche de Graham, voir par exemple [2, Chapitre 35] ou [7, Chapitre 25]. En effet,
un raffinement de la technique incrémentale inspire un algorithme tout aussi efficace, dumoins
asymptotiquement. De plus ce nouvel algorithme va nous permettre d’aborder une nouvelle sorte
de liste.

Rappelons 'idée de ’algorithme incrémental, sous une forme un peu imagée. L’enveloppe
convexe F est soumise a la lumiere émise par le nouveau point ). En raison de sa convexité méme,
E possede une face éclairée et une face sombre. La face éclairée va du sommet E; au sommet Ej,
et 'extension de ’enveloppe revient a remplacer la face éclairée par E;QQE;. Supposons connaitre
un sommet P de ’enveloppe convexe qui est « éclairé » par le nouveau point ) (c’est-a-dire que
Paréte issue de P laisse @ a droite). Le sens de rotation selon les next nous permet de trouver
la fin de la face éclairée directement, c’est-a-dire sans passer par la face sombre. Pour pouvoir
trouver le début de la face éclairée tout aussi directement, il faut pouvoir tourner dans l'autre
sens! Nous allons donc ajouter un nouveau champ prev a nos cellules de polygones, pour les
chainer selon I'autre sens de rotation.

class Poly {

private Poly prev ;
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private Poly (Point val, Poly next, Poly prev) {
this(val, next) ; // Appeler l’autre constructeur
this.prev = prev ;

}

}
Nos listes de sommets deviennent des listes doublement chainées (et circulaires qui plus est), une

structure de données assez sophistiquée, que nous pouvons illustrer simplement par le schéma
suivant :

En suivant les champs prev (notés par des fleches courbes), nous trouvons facilement la premiere
aréte inverse sombre a partir du point P, c’est-a-dire le premier sommet F; dont est issue une
aréte inverse qui laisse le point ) & droite.

static int getSidePrev(Poly a, Point q) {
return getSide(a.val, a.prev.val, q) ;

}
static Poly getRightPrev(Poly e, Point q) {
Poly p = e ;
for (5 ;) Ao
if (getSidePrev(q, p) > 0) return p ;
p = p.prev ;
}

Et nous pouvons écrire la nouvelle méthode d’extension de I’enveloppe convexe.

// Attention e.val doit étre « eclatré » par q (ie getSide(e,q) > 0)
private static Poly extend2(Poly e, Point q) {

Poly ej = getLeft(e.next, q) ;

Poly ei = getRightPrev(e, q) ;

Poly r = new Poly(q, ej, ei) ;

ei.next = r ; ej.prev =r ;

return r ;

3

La méthode extend2 identifie la face éclairée pour un cout proportionnel a la taille de cette
face. Puis, elle construit la nouvelle enveloppe en remplacant la face éclairée par (E;QFE;). Les
manipulations des champs next et prev sont directement inspirées par le schéma ci-dessus.

La méthode n’est correcte que si Q éclaire 'aréte issue de P. Ce sera le cas, quand

(1) P est le point d’abscisse maximale parmi les points déja vus.

(2) @ est d’abscisse strictement supérieure a celle de de P.
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En fait 'hypothese de position générale n’interdit pas que deux points possedent la méme abscisse
(mais c’est interdit pour trois points). En pareil cas, pour que @ éclaire l'aréte issue de P, il
suffit que 'ordonnée de @ soit inférieure a celle de P, en raison de la convention que I'axe des
y pointe vers le bas. Autrement dit, P est strictement inférieur & () selon I'ordre suivant.

// pl < p2 <=> compare(pl,p2) < 0
static int compare(Point pl, Point p2) {
if (p1.x < p2.x) return -1 ;
else if (pl.x > p2.x) return 1 ;
else if (pl.y < p2.y) return 1 ;
else if (pl.y > p2.y) return -1 ;
else return 0 ;

3

On note que le point ajouté @) fait toujours partie de la nouvelle enveloppe convexe. En fait, il
sera le nouveau point distingué lors de la prochaine extension, comme exprimé par la méthode
complete de calcul de I'enveloppe convexe.

static Poly convexHullSorted(PointReader in) {
Point ptl1 = in.read() ;
Point pt2 = in.read() ;
if (ptl1 == null || pt2 == null || compare(ptl,pt2) >= 0)
throw new Error ("Deuz premiers point incorrects") ;
Poly p1 = new Poly(ptl, null, null) ;
Poly p2 = new Poly(pt2, pl, null) ;
pl.next = p2 ;
pl.prev = p2 ;

p2.prev = pl ;
Poly e = p2 ;
for (5 ;) Ao
Point q = in.read() ;
if (g9 == null) return e ;

if (compare(e.val, q) >= 0) throw new Error ("Points non triés") ;
e = extend2(e, q) ;
}
+

On peut donc assurer la correction de l’algorithme complet en triant les points de l’entrée
selon les abscisses croissantes, puis les ordonnées décroissantes en cas d’égalité. Evidemment
pour pouvoir trier les points de 'entrée il faut la lire en entier, I’algorithme n’est donc plus
incrémental.

Estimons maintenant le colit du nouvel algorithme de calcul de I’enveloppe convexe de
n points. On peut trier les n points en O(nlogn). Nous prétendons ensuite que le calcul propre-
ment dit de l'enveloppe est en O(n). En effet, le cotit d’un appel & extend2 est en O(j — i) ou
j — i — 1 est le nombre de sommets supprimés de I’enveloppe a cette étape. Or un sommet est
supprimé au plus une fois, ce qui conduit & une somme des cotits des appels & extend2 en O(n).
Le tri domine et I'algorithme complet est donc en O(nlogn). Cet exemple illustre que le choix
d’une structure de données appropriée (ici la liste doublement chainée) est parfois crucial pour
atteindre la complexité théorique d’'un algorithme. Ici, avec une liste chainée seulement selon
les champs next, il n’est pas possible de trouver le sommet FE; a partir d'un sommet de la face
éclairée sans faire le tour par la face sombre.
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Chapitre 11

Piles et files

Les piles et les files sont des exemples de structures de données que faute de mieux, nous
appellerons des sacs. Un sac offre trois opérations élémentaires :

(1) tester si le sac est vide,
(2) ajouter un élément dans le sac,
(3) retirer un élément du sac (tenter de retirer un élément d’un sac vide déclenche une erreur).

Le sac est une structure impérative : un sac se modifie au cours du temps. En Java, il est
logique de représenter un sac (d’éléments E) par un objet (d’une classe Bag(F)) qui possede
trois méthodes.

class Bag(FE) {
Bag(E) { ... } // Construire un sac vide
boolean isEmpty() { ... }
void add(E e) { ... }
E remove() { ... }
}

Ainsi on ajoute par exemple un élément e dans le sac b par b.add(e), ce qui modifie I’état
interne du sac.

Piles et files se distinguent par la relation entre éléments ajoutés et éléments retirés. Dans le
cas des piles, c’est le dernier élément ajouté qui est retiré. Dans le cas d’une file c’est le premier
élément ajouté qui est retiré. On dit que la pile est une structure LIFO (last-in first-out), et que
la file est une structure FIFO (first-in first-out).

Si on représente pile et file par des tas de cases, on voit que la pile possede un sommet, ou
sont ajoutés et d’ou sont retirés les éléments, tandis que la file possede une entrée et une sortie.
Tout ceci est parfaitement conforme a 'intuition d’une pile d’assiettes, ou de la queue devant

F1G. 1 - Une pile (ajouter et retirer du méme c6té), une file (ajouter et retirer de cotés opposés).

A A

<— Sommet de pile Sortie de file —>

Entrée de file —>

t

un guichet, et suggere fortement des techniques d’implémentations pour les piles et les files.

45
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Exercice 1 Soit la méthode build suivante qui ajoute tous les éléments d’une liste dans un sac
de int puis construit une liste en vidant le sac.

static List build(List p) {

Bag bag = new Bag () ;

for ( ; p '= null ; p = p.next)
bag.add(p.val) ;

List r = null ;

while (!bag.isEmpty())
r = new List (bag.remove(), r) ;

return r ;

}

Quelle est la liste renvoyée dans le cas ou le sac est une pile, puis une file ?

Solution. Si le sac est une pile, alors build renvoie une copie de la liste p. Si le sac est une file,
alors build renvoie une copie en ordre inverse de la liste p. O

Il y a un peu de vocabulaire spécifique aux piles et aux files. Traditionnellement, ajouter
un élément dans une pile se dit empiler (push), et 'enlever dépiler (pop), tandis qu’ajouter un
élément dans une file se dit enfiler, et 'enlever défiler.

1 A quoi ca sert ?

La file est peut-étre la structure la plus immeédiate, elle modélise directement les files d’attente
gérées selon la politique premier-arrivé, premier-servi. La pile est plus informatique par nature.
Dans la vie, la politique dernier-arrivé, premier-servi n’est pas tres populaire. Elle correspond
pourtant a une situation courante, la survenue de taches de plus en plus urgentes. Les piles
modélisent aussi tout systéme ou entrée et la sortie se font par le méme passage obligé :
wagons sur une voie de garage, cabine de téléphérique, etc.

1.1 Premier arrivé, premier servi

Utiliser une file informatique est donc naturel lorsque ’on modélise une file d’attente au sens
courant du terme. Considérons un exemple simple :

e Un unique guichet ouvert 8100 consécutives (soit 8 x 60 x 60 secondes).

e Les clients arrivent et font la queue. La probabilité d’arrivée d’'un nouveau client dans

Pintervalle [t...t+ 1] est p.
e Le temps que prend le service d'un client suit une loi uniforme sur [30...300].
e Les clients, s’il attendent trop longtemps, partent sans étre servis. Leur patience est une
loi uniforme sur [120...1800]
Notre objectif est d’écrire une simulation informatique afin d’estimer le rapport clients repartis
sans étre servis sur nombre total de clients, en fonction de la probabilité p.

Nous implémentons la simulation par une classe Simul. Pour réaliser les tirages aléatoires
nécessaires, nous employons une source pseudo-aléatoire, les objets de la classe Random du
package java.util (voir B.1.4 pour la notion de package et B.6.3.1 pour une description
de Random).

// Source pseudo-aléatoire

static private Random rand = new Random () ;

// Lot uniforme sur [min...maz[
static private int uniform(int min, int max) {
return min + rand.nextInt(max-min) ;
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}

// Survenue d’un événement de probabilité prob € [0...1]
static private boolean occurs(double prob) {
return rand.nextDouble() < prob ;

}

Un client en attente est modélisé par un objet de la classe Client . Un objet Client est créé
lors de P’arrivée du client au temps ¢, ce qui donne 'occasion de calculer I’heure a laquelle le
client exaspéré repartira s’il il n’a pas été servi.

class Client {
// Temps d’attente
final static int waitMin = 120, waitMax = 1800 ;

int arrival, departure ;

Client (int t) {
arrival = t ; departure = t+Simul.uniform(waitMin, waitMax) ;
}
}

Noter que les constantes qui gouvernent le temps d’attente sont des variables final de la
classe Client .

L’implémentation d’une file sera décrite plus tard. Pour I'instant une file (de clients) est un
objet de la classe Fifo qui possede les méthodes isEmpty, add et remove décrites pour les Bag
de l'introduction.

La simulation est discrete. Durant la simulation, une variable tFree indique la date ou le
guichet sera libre. A chaque seconde t, il faut :

e Faire un tirage aléatoire pour savoir si un nouveau client arrive.

— Si oui, ajouter le nouveau client (avec sa limite de temps) dans la file d’attente.

e Quand un client est disponible et que le guichet est libre (si t est supérieur a tFree).

— Extraire le client de la file.

— Vérifier qu'il est toujours la (sinon, passer au « client » suivant).

— Tirer aléatoirement un temps de traitement.

— Et ajuster tFree en conséquence.
Le code qui réalise cette simulation naive en donné par la figure 2. La méthode simul prend
la probabilité d’arrivée d’un client en argument et renvoie le rapport clients non-servis sur
nombre total de clients. Le code suit les grandes lignes de la description précédente. Il faut
surtout noter comment on résout le probleme d’une boucle while qui doit d’une part s’ef-
fectuer tant que la file n’est pas vide et d’autre part cesser des qu’'un client effectivement
présent est extrait de la file (sortie par break). On note aussi la conversion de type expli-
cite ((double)nbFedUp)/nbClients, nécessaire pour forcer la division flottante. Sans cette
conversion on aurait la division euclidienne. La figure 3 donne les résultats de la simulation pour
diverses valeurs de la probabilité prob. Il s’agit de moyennes sur dix essais.

1.2 Utilisation d’une pile

Nous allons prendre en compte la nature tres informatique de la pile et proposer un exemple
plutot informatique. Les calculatrices d’une célebre marque états-unienne ont popularisé une
notation des calculs dite parfois « polonaise inverse »' ou plus généralement postfixe. Les calculs

'En hommage au philosophe et mathématicien Jan Fukasiewicz qui a introduit cette notation dans les
années 20.
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Fi1G. 2 — Code de la simulation.

static double simul (double probNewClient) {
Fifo f = new Fifo () ;
int nbClients = 0, nbFedUp = O ;
int tFree = 0 ; // Le guichet est libre au temps tFree

for (int t =0 ; t < tMax ; t++) {
// Tirer l’arrivée d’un client dans [t..t+1[
if (occurs(probNewClient)) {
nbClients++ ;
f.add(mew Client(t)) ;
}
if (tFree <= t) {
// Le guichet est libre, servir un client (st il y en a encore un)
while (!f.isEmpty()) {
Client ¢ = f.remove() ;
if (c.departure >= t) { // Le client est encore la
tFree = t + uniform(serviceMin, serviceMax) ;
break ; // Sortir de la boucle while
} else { // Le client était part:

nbFedUp++ ;
}
}
}
}
return ((double)nbFedUp)/nbClients ;
}
Fia. 3 — Résultat de la simulation de la file d’attente
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se font a ’aide d’une pile, les nombres sont simplement empilés, et ’exécution d’une opération
op revient a d’abord dépiler un premier opérateur e;, puis un second ez, et enfin a empiler le
résultat ez op e;. Par exemple, la figure 4 donne les étapes successives du calcul 6 3 2 - 1 + /
9 6 - * exprimé en notation postfixe. Le fabricant états-unien de calculatrices affirme qu’avec

Fi1G. 4 — Calcul de 'expression postfixe 6 3 2 - 1 + / 9 6 - *

6 3 2 - 1 + / 9 6 - *
2 1 6
3 3 1 1 2 9 9 3
6 6 6 6 6 3 3 3 3 9

un peu d’habitude la notation postfixe est plus commode que la notation usuelle (dite infize).
C’est peut-étre vrai, mais on peut en tout cas étre sur que 'interprétation de la notation postfixe
par une machine est bien plus facile a réaliser que celle de la notation infixe. En voici pour preuve
le programme Calc qui réalise le calcul postfixe donné sur la ligne de commande. Dans ce code
les objets de la classe Stack sont des piles d’entiers.

class Calc {
public static void main (String [] arg) {
Stack stack = new Stack () ;
for (int k = 0 ; k < arg.length ; k++) {
String x = arglk] ;
if (x.equals("+")) {
int i1 = stack.pop(), i2 = stack.pop() ;
stack.push(i2+il) ;
} else if (x.equals("-")) {
int i1 = stack.pop(), i2 = stack.pop() ;
stack.push(i2-il1) ;

/* Idem pour "*" et "/" */

} else {
stack.push(Integer.parselnt(x)) ;
}

System.err.println(x + " -> " + stack) ;
}
System.out .println(stack.pop()) ;
}
}

Le source contient des messages de diagnostic (sur System.err on n’insistera jamais assez), un
essai’ nous donne (le sommet de pile est & droite) :

% java Calc 6 32 -1+ /96 - %’
6 -> [6]
3 > [6, 3]

211 faut citer le symbole * par exemple par ’*’, afin d’éviter son interprétation par le shell, voir VI.3.1.



50 CHAPITRE II. PILES ET FILES

6 —> [3, 9, 6]
-> [3, 3]
-> [9]

*

La facilité d’interprétation de I'expression postfixe provient de ce que sa définition est tres
opérationnelle, elle dit exactement quoi faire. Dans le cas de la notation infixe, il faut régler le
probleme des priorités des opérateurs. Par exemple si on veut effectuer le calcul infixe 1 + 2 *
3 il faut procéder a la multiplication d’abord (seconde opération), puis a l’addition (premieére
opération) ; tandis que pour calculer 1 * 2 + 3, on effectue d’abord la premiere opération (mul-
tiplication) puis la seconde (addition). Par contraste, la notation postfixe oblige 'utilisateur de
la calculatrice a donner 'ordre désiré des opérations (comme par exemple 1 2 3 * +et1 2 * 3
+) et donc simplifie d’autant le travail de la calculatrice. Dans le méme ordre d’idée, la notation
postfixe rend les parentheses inutiles (ou empéche de les utiliser selon le point de vue).

Exercice 2 Ecrire un programme Infix qui lit une expression sous forme postfixe et affiche
I'expression infixe (complétement parenthésée) qui correspond au calcul effectué par le pro-
gramme Calc. On supposera donnée une classe Stack des piles de chaines.

Solution. Il suffit tout simplement de construire la représentation infixe au lieu de calculer.

class Infix {
public static void main (String [] arg) {
Stack stack = new Stack () ;
for (int k = 0 ; k < arg.length ; k++) {
String x = arglk] ;
if (x.equals("+") || x.equals("-") || x.equals(”"*") || x.equals("/")) {
String il = stack.pop(), i2 = stack.pop() ;
stack.push("(" + i2 + x + i1 + "))

} else {
stack.push(x) ;
}
System.err.println(x + " -> " + stack) ;
}
System. out.println(stack.pop()) ;
}
}
L’emploi systématiques des parentheses permet de produire des expressions infixes justes. Sans
les parenthéses 1 2 3 - - et 1 2 - 3 - conduiraient au méme résultat 1 - 2 - 3 qui serait
incorrect pour 1 2 3 - -. Sur 'expression déja donnée, on obtient :

% java Infix 6 32 -1+ /96 - %’
6 -> [6]
3 —> [6, 3]

6 —> [(6/((3-2)+1)), 9, 6]
- > [(6/((3-2)+1)), (9-6)]
* => [((6/((3-2)+1))*(9-6))]
((6/((3-2)+1))*(9-6))

Nous verrons plus tard que se passer des parenthéses inutiles ne se fait simplement qu’a 1’aide
d’une nouvelle notion. O
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2 Implémentation des piles

Nous donnons d’abord deux techniques d’implémentation possibles, avec un tableau et avec
une liste simplement chainée. Ensuite, nous montrons comment utiliser la structure de pile toute
faite de la bibliotheque.

2.1 Une pile dans un tableau

C’est la technique conceptuellement la plus simple, directement inspirée par le dessin de
gauche de la figure 1.

Plus précisément, une pile (d’entiers) contient un tableau d’entiers, dont nous fixons la taille
arbitrairement & une valeur constante. Seul le début du tableau (un segment initial) est utilisé,
et un indice variable sp indique le pointeur de la pile. Le pointeur de pile indique la prochaine
position libre dans la pile, mais aussi le nombre d’éléments présents dans la pile.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 sp
612(7]10([2]8(0]|2]|3]4 5

Dans ce schéma, seules les 5 premieres valeurs du tableau sont significatives.

class Stack {
final static int SIZE = 10; // assez grand ?

private int sp ;
private int [] t ;

Stack OO { // Construire une pile vide
t = new int[SIZE] ; sp = O;
}

}
Notons que tous les champs des objets Stack sont privés (private, voir B.1.4). La taille des
piles est donnée par une constante (final), statique puisque qu’il n’y a aucune raison de créer
de nombreux exemplaires de cette constante.

Ala création, une pile contient donc un tableau de SIZE = 10 entiers. La valeur initiale
contenue dans les cases du tableau est zéro (voir B.3.6.2), mais cela n’a pas d’importance ici,
car aucune case n’est valide (sp est nul).

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 sp
oOo(fojojojofofofojoj]ao 0

Il nous reste a coder les trois méthodes des objets de la classe Stack pour respectivement, tester
si la pile est vide, empiler et dépiler.

boolean isEmpty() { return sp == 0 ; }

void push(int x) {
if (sp >= SIZE) throw new Error ("Push : pile pleine") ;
tlsp++] = x ; // Ou bien : t[sp] =z ; sp = sp+l ;

}
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int pop() {
if (isEmpty()) throw new Error ("Pop : pile vide")
return t[--spl ; // Ou bien : sp = sp-1 ; return t[sp] ;
}

La figure 5 donne un exemple d’évolution du tableau t et du pointeur de pile sp. Le code ci-

Fi1c. 5 — Empiler 9, puis dépiler.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 sp
6 [2|7]10]12[8[0[2]|3]14 5
Empiler 9
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 sp
6 (2| 71012|9(0[2]3]14 6
Dépiler
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 sp
6 (2| 710]12(9(|0[2]3]14 )

dessus signale les erreurs en langant ’exception Error (voir B.4.2), et emploie les opérateurs
de post-incrément et pré-décrément (voir B.3.4). Notons surtout que toutes opérations sont en
temps constant, indépendant du nombre d’éléments contenus dans la pile, ce qui semble attendu
dans le cas d’opérations aussi simples que push et pop.

Les deux erreurs possibles "Push : pile pleine” et "Pop : pile wide" sont de natures
bien différentes. En effet, la premiere découle d’une contrainte technique (la pile est insuffisam-
ment dimensionnée), tandis que la seconde découle d’une erreur de programmation de 'utilisa-
teur de la pile. Nous allons voir ce que nous pouvons faire au sujet de ces deux erreurs.

Commencons par lerreur "pile pleine”. Une premiere technique simple est de passer le
bébé a I'utilisateur, en lui permettant de dimensionner la pile lui-méme.

class Stack {
Stack (int sz) { t = new int[sz] ; sp =0 ; }

void push(int x) {
if (sp >= t.length) throw new Error ("Push : pile pleine”) ;
t[sp++] = x ;

}

)

Ainsi, en cas de pile pleine, on peut toujours compter sur 'utilisateur pour recommencer avec
une pile plus grande. Cela parait abusif, mais c’est a peu pres ce qui se passe au sujet de la pile
des appels de méthode.

Mais en fait, les tableaux de Java sont suffisamment flexibles pour autoriser le redimension-
nement automatique de la pile. 11 suffit d’allouer un nouveau tableau plus grand, de recopier les
éléments de ’ancien tableau dans le nouveau, puis de remplacer ’ancien tableau par le nouveau
(et dans cet ordre, c’est plus simple).
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private void resize() {
int [] newT = new int [2 * this.t.length] ; // Allouer le nouveau tableau

for (int k = 0 ; k < sp ; kt++) // Recopier
newT[k] = this.t[k] ;
this.t = newT ; // Remplacer

}

void push(int x) {
if (sp >= t.length) resize() ;
tlsp++] = x ;

}

Le redimensionnement automatique offre une flexibilité maximale. En contrepartie, il a un coft :
un appel a push ne s’exécute plus en temps garanti constant, puisqu’il peut arriver qu’un appel
a push entraine un redimensionnement dont le cott est manifestement proportionnel a la taille
de la pile.

Mais vu globalement sur une exécution complete, le colit de IV appels a push reste de 'ordre
de N. On dira alors que le cotit amorti de push est constant. En effet, considérons N opérations
push. Au pire, il n’y a pas de pop et la pile contient finalement N éléments pour une taille 2°
du tableau interne, ot 2% est la plus petite puissance de 2 supérieure & N. En outre, supposons
que le tableau est redimensionné P fois (taille initiale 2°). L’ordre de grandeur du coiit cumulé
de tous les push est donc de l'ordre de N (cout constant de N push) plus Zgif ok = oP+1 1
(cotit des P redimensionnements). Soit un coiit final de l'ordre de N, puisque 2 < 2 - N.
Pour ce qui est de la mémoire, on alloue au total de ordre de 2F*! cellules de mémoire,
dont la moitié ont pu étre récupérées par le garbage collector. Notons finalement que le cott
amorti constant est assuré quand les tailles des tableaux successifs suivent une progression
géométrique, dont la raison n’est pas forcément 2. En revanche, le cout amorti devient linéaire
pour des tableaux les tailles suivent une progression arithmétique. Pour cette raison, écrire
int [] newT = new int [t.length + K] est rarement une bonne idée.

Abordons maintenant l'erreur "pile wide". Ici, il n’y a aucun moyen de supprimer Ierreur,
car rien n’empéchera jamais un programmeur maladroit ou fatigué de dépiler une pile vide. Mais
on peut signaler I’erreur plus proprement, ce qui donne la possibilité au programmeur fautif de
la réparer. Pour ce faire, il convient de lancer, non plus 'exception Error, mais une exception
spécifique. Les exceptions sont completement décrites dans 'annexe Java en B.4. Ici, nous nous
contentons d’une présentation minimale. La nouvelle exception StackEmpty se définit ainsi.

class StackEmpty extends Exception { }

C’est en fait une déclaration de classe ordinaire, car une exception est un objet d’une classe un
peu spéciale (voir B.4.2). La nouvelle exception se lance ainsi.

int pop () throws StackEmpty {
if (isEmpty()) throw new StackEmpty () ;
return t[--sp] ;

}

On note surtout que la méthode pop déclare (par throws, noter le « s ») qu’elle peut lan-
cer 'exception StackEmpty. Cette déclaration est ici obligatoire, parce que StackEmpty est
une Exception et non plus une Error. La présence de la déclaration va obliger I'utilisateur des
piles a s’occuper de 'erreur possible.

Pour illustrer ce point revenons sur 'exemple de la calculatrice Calc (voir 1.2). La calculatrice
emploie une pile stack, elle dépile et empile directement par stack.pop() et stack.push(...).
Nous supposons que la classe Stack est telle que ci-dessus (avec une méthode pop qui déclare
lancer StackEmpty) et que nous ne pouvons pas modifier son code. Pour organiser un peu
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la suite, nous ajoutons deux nouvelles méthodes statiques push et pop a la classe Calc, et
transformons les appels de méthode dynamiques en appels statiques.

class Calc {
static int pop(Stack stack) { return stack.pop() ; }

static void push(Stack stack, int x) { stack.push(x) ; }
public static void main (String [] arg) {

if (x.equals("+")) {
int i1 = pop(stack), i2 = pop(stack) ;
push(stack, i2+il) ;

.
}

Le compilateur refuse le programme ainsi modifié. 1l exige le traitement de StackEmpty qui
peut étre lancée par stack.pop(). Traiter 'exception peut se faire en attrapant I'exception, par
I'instruction try.

static int pop(Stack stack) {
try {
return stack.pop() ;
} catch (StackEmpty e) {
return 0 ;
}
}

L’effet est ici que si I'instruction return stack.pop () échoue parce que ’exception StackEmpty
est lancée, c’est alors l'instruction return 0 qui s’exécute. Cela revient a remplacer la valeur
« exceptionnelle » StackEmpty par la valeur plus normale 0 (voir B.4.1 pour les détails). Par
conséquent, une pile vide se comporte comme si elle contenait une infinité de zéros.

On peut aussi décider de ne pas traiter ’exception, mais alors il faut signaler que les méthodes
Calc . pop puis main peuvent lancer I’exception StackEmpty, méme si c’est indirectement.

class Calc {
static int pop(Stack stack) throws StackEmpty { return stack.pop() ; }

public static void main (String [] arg) throws StackEmpty {

-
}

Si lexception survient, elle remontera de méthode en méthode et fera finalement échouer le
programme. En fait, comme les déclarations throws, ici obligatoires, sont quand méme pénibles,
on a plutot tendance a faire échouer le programme explicitement des que ’exception atteint le
code que 'on controle.

static int pop(Stack stack) {
try {
return stack.pop() ;
} catch (StackEmpty e) {
System.err.println("Adieu : pop sur pile wvide") ;
System.exit(2) ; // Arréter le programme immédiatement (voir B.6.1.5)
return 0 ; // Le compilateur exige ce return jamais exécuté
}
}
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Bien siir, si on veut que dépiler une pile vide provoque un arrét du programme, il aurait été
plus court de lancer new Error ("Pop : pile wvide") dans la méthode pop des objets Stack.
Mais nous nous sommes interdit de modifier la classe Stack.

2.2 Une pile dans une liste

C’est particulierement simple. En effet, les éléments sont empilés et dépilés du méme cote
de la pile, qui peut étre le début d’une liste. On suppose donc donnée une classe des listes
(d’entiers). Et on écrit :

class Stack {
private List p ;

Stack O { p = null ; }
boolean isEmpty() { return p == null ; }
void push(int x) { p = new List (x, p) ; }

int pop() throws StackEmpty {
if (p == null) throw new StackEmpty () ;
int r = p.val ;
P = p.next ;
return p ;
}
}

Voici un exemple d’évolution de la liste p.

BCR IS HC R EIC RN
Empiler 9
[T}~ ef-{0[o}~{7 o} 2o}~ [N]
Dépiler

%

[O[e}-L2 el ~{0 e ~{7 [ 2[5 ]

2.3 Les piles de la bibliotheque

Il existe déja une classe des piles dans la bibliotheque, la classe Stack du package java.util,
implémentée selon la technique des tableaux redimensionnés. Mais une classe des piles de quoi ?

En effet, dans les deux sections précédentes, nous n’avons codé que des piles de int en
nous disant que pour coder une pile, par exemple de String, il nous suffisait de remplacer int
par String partout dans le code. Il est clair qu'une telle « solution » ne convient pas a une classe
de bibliotheque qui est compilée par le fabricant. Aprés bien des hésitations, Java a résolu ce
probleme en proposant des classes génériques, ou paramétrées. La classe Stack est en fait une
classe Stack<FE>, ou E est n'importe quelle classe, et les objets de la classe Stack<FE> sont des
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piles d’objets de la classe F. Formellement, Stack n’est donc pas exactement une classe, mais
plutot une fonction des classes dans les classes. Informellement, on peut considérer que nous
disposons d’une infinité de classes Stack<String>, Stack< List > etc. Par exemple on code faci-
lement la pile de chaines de I'exercice 2 comme un objet de la classe java.util.Stack<String>.
import java.util.* ;

class Infix {

public static void main (String [] arg) {
Stack<String> stack = new Stack<String> () ;

String il = stack.pop(), i2 = stack.pop() ;
stack.push("(" + i2 + x + i1 + ")") ;

-
}

(Pour import, voir B.3.5.) Cela fonctionne parce que la classe Stack<E> possede bien des
méthodes pop et push, ou par exemple pop () renvoie un objet F, ici un String.

Comme le parametre E dans Stack<E> est une classe, il n’est pas possible de fabriquer des
piles de int. Plus généralement, il est impossible de fabriquer des piles de scalaires (voir B.3.1
pour la définition des scalaires). Mais la bibliotheque fournit une classe associée par type sca-
laire, par exemple Integer pour int. Un objet Integer n’est guere plus qu’un objet dont une
variable d’instance (privée) contient un int (voir B.6.1.1). Il existe deux méthodes pour conver-
tir un scalaire int en un objet Integer et réciproquement, valueOf (logiquement statique)
et intValue (logiquement dynamique). De sorte qu’écrire la calculatrice Calc (voir 1.2) avec
une pile de la bibliotheque semble assez lourd au premier abord.
import java.util.* ;
class Calc {

public static void main (String [] arg) {
Stack<Integer> stack = new Stack<Integer> () ;

int i1 = stack.pop().intValue(), i2 = stack.pop().intValue() ;
stack.push(Integer.valueOf (i2+il)) ;

.
}

Mais en fait, le compilateur Java sait insérer les appels aux méthodes de conversion automati-
quement, c’est-a-dire que ’on peut écrire plus directement.

import java.util.* ;

class Calc {

public static void main (String [] arg) {
Stack<Integer> stack = new Stack<Integer> () ;

int i1 = stack.pop(), i2 = stack.pop() ;
stack.push(i2+il) ;

-
}

Tout semble donc se passer presque comme si il y avait une pile de int ; mais attention, il s’agit
bien en fait d’une pile de Integer. Tout se passe plutét comme si le compilateur traduisait
le programme avec les int vers le programme avec les Integer, et c’est bien ce dernier qui
s’exécute, avec les conséquences prévisibles sur la performance en général et la consommation
mémoire en particulier.
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3 Implémentation des files

Comme pour les piles, nous présentons trois techniques, tableaux, listes et bibliotheque.

3.1 Une file dans un tableau

L’idée, conceptuellement simple mais un peu délicate a programmer, est de gérer deux in-
dices : in qui marque la position ou ajouter le prochain élément et out qui marque la position
d’ou proviendra le prochain élément enlevé. L’indice out marque le début de la file et in sa
fin. Autrement dit, le contenu de la file va la case d’indice out & la case qui précede la case
d’indice in.

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

612|7|10[9]|8|2|2|0|4
A A
1 )

out (début) in (fin)

Dans le schéma ci-dessus, les cases valides sont grisées, de sorte que la file ci-dessus contient
les entiers 2,7,0,9 (dans 'ordre, 2 est le premier entré et 9 le dernier entré). Au cours de la
vie de la file, les deux indices sont croissants. Plus précisément, on incrémente in apres ajout
et on incrémente out apres suppression. Lorsqu’un indice atteint la fin du tableau, il fait tout
simplement le tour du tableau et repart a zéro. Il en résulte que 'on peut avoir out < in. Par
exemple, voici une autre file contenant cette fois 2,0,4,6,2, 7.

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

6 [2|7]10[9]|8|2]2]|0|4
A A

3 7
in (fin) out (début)

Le tableau d’une file est un tableau circulaire, que 'on parcourt en incrémentant un indice
modulo n, ou n est la taille du tableau. Par exemple pour parcourir le contenu de la file, on
parcourt les indice de out & (in—1) mod n. Soit un parcours de 1 & 4 dans le premier exemple
et de 7 a 2 dans le second.

Une derniere difficulté est de distinguer entre file vide et file pleine. Comme le montre le
schéma suivant, les deux indices out et in n’y suffisent pas.

01 2 34°%f 6 7389 01 23456 7389
[6]2[7][0]9]8[2]2]0]4] [6]2[7][0]9[8[2]2]0]4]
out in out in

Ici, out (début) et in (fin) valent tous deux 4. Pour connaitre le contenu de la file il faut donc
parcourir le tableau de l'indice 4 a l'indice 3. Une premiere interprétation du parcours donne
une file vide, et une seconde une file pleine. On résout facilement la difficulté par une variable nb
supplémentaire, qui contient le nombre d’éléments contenus dans la file. Une autre solution aurait
été de décréter qu'une file qui contient n — 1 éléments est pleine. On teste en effet cette derniere
condition sans ambiguité par in 4+ 1 congru a out modulo n. Nous choisissons la solution de la
variable nb, car connaitre simplement le nombre d’éléments de la file est pratique, notamment
pour gérer le redimensionnement.
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Fi1a. 6 — Implémentation d’une file dans un tableau

class FifoEmpty extends Exception { }

class Fifo {
final static int SIZE=10 ;
private int in, out, nb ;
private int [] t ;

Fifo () { t = new int[SIZE] ; in = out = nb =0 ; }

/* Increment modulo la taille du tableau t, utilisé partout */
private int incr(int i) { return (i+1) % t.length ; }

boolean isEmpty() { return nb == 0 ; }

int remove() throws FifoEmpty {
if (isEmpty()) throw new FifoEmpty () ;
int r = t[out] ;
out = incr(out) ; nb-- ; // Effectivement enlever
return r ;

}

void add(int x) {
if (nb+1 >= t.length) resize() ;
t[in] = x ;
in = incr(in) ; nb++ ; // Effectivement ajouter

}

private void resize() {
int [] newT = new int[2*t.length] ; // Allouer
int i = out ; // indice du parcours de t
for (int k = 0 ; k < nb ; k++) { // Copier
newT[k] = t[i] ;
i = incr(i) ;
}
t = newT ; out = 0 ; in = nb ; // Remplacer

}

/* Méthode toString, donne un exemple de parcours de la file */
public String toString() {
StringBuilder b = new StringBuilder () ;
b.append("[") ;
if (nb > 0) {
int i = out ;
b.append(t[i]) ; i = incr(i) ;
for ( ; i !'= in ; i = incr(i))
b.append(”, " + t[i]) ;
}
b.append("]") ;
return b.toString() ;
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La figure 6 donne la classe Fifo des files implémentées par un tableau, avec redimensionne-
ment automatique. Un point clé de ce code est la gestion des indices in et out. Pour ajouter un
élément dans la file, in est incrémenté (modulo n). Par exemple, voici I'ajout (méthode add) de
Ientier 11 dans une file.

0123456 7389 0123456 7389
6[2]7]of9]s]2][2]0]4] 6[2]7f1ifos]2][2]0]4]
in out in out

Pour supprimer un élément, on incrémente out. Par exemple, voici la suppression du premier
élément d’une file (la méthode remove renvoie ici 2).

01234567809 01234567809
l6]2]7]11fo]s]2[2]0]4] l6]2]7]11fo]s]2]2]0]4]
in out in out

Le redimensionnement (méthode resize) a pour effet de tasser les éléments au début du nouveau
tableau. Voici I'exemple de I’'ajout de 13 dans une file pleine de taille 4.

01234567
[7]11]6[2][13[0[0]0]

out in

Avant ajout la file contient 7,11, 6, 2, aprés ajout elle contient 7,11,6,2,13.

Le code du redimensionnement (méthode resize) est un peu simplifié par la présence de
la variable nb. Pour copier les éléments de t dans newT, le controle est assuré par une simple
boucle sur le compte des éléments transférés. Un controle sur 'indice i dans le tableau t serait
plus délicat. La méthode toString donne un exemple de ce style de parcours du contenu de
la file, entre les indices out (inclus) et in (exclu), qui doit particulariser le cas d’une file vide
et effectuer la comparaison & in a partir du second élément parcouru (a cause du cas de la file
pleine).

3.2 Une file dans une liste

L’implémentation est conceptuellement simple. Les éléments de la file sont dans une liste, on
enleve au début de la liste et on ajoute a la fin de la liste. Pour garantir des opérations en temps
constant, on utilise une référence sur la derniére cellule de liste. Nous avons déja largement
exploité cette idée, par exemple pour copier une liste itérativement (voir I'exercice 1.2). Nous
nous donnons donc une référence out sur la premiere cellule de la liste, et une référence in sur
la derniere cellule.

BCEHCEICEEIN

La file ci-dessus contient donc les entiers 2,7,0,9 dans cette ordre. Une file vide est logiquement
identifiée par une variable out valant null. Par souci de cohérence in vaudra alors aussi null.
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class Fifo {
private List out, in ;

Fifo O { out = in = null ; }
boolean isEmpty() { return out == null ; }
int remove() throws FifoEmpty {

if (isEmpty()) throw new FifoEmpty () ;

int r = out.val ;
out = out.next ;

CHAPITRE IIL

if (out == null) in = null ; // La file est vide

return r ;

}

void add(int x) {
List last = in ;
in = new List(x, null) ;

if (last == null) { // La file était vide

out = in ;
} else {
last.next = in ;
}
}
}

PILES ET FILES

On constate que le code est bien plus simple que dans le cas des tableaux (figure 6). La

méthode remove est essentiellement la méme que la méthode pop des piles (voir 2.2), car les deux
méthodes réalisent la méme opération d’enlever le premier élément d’une liste. La méthode add
est a peine plus technique, voici par exemple la suite des états mémoire quand on ajoute 3 a la
file déja dessinée. La premiere instruction List last = in garde une copie de la référence in.

L’instruction suivante in

ou

ou in

BONGC ST N

last

= new List (x, null) alloue la nouvelle cellule de liste.

in

[2]e=7[e=10 =9[N [B]N]

last

Et enfin, 'instruction last.next = in, ajoute effectivement la nouvelle cellule pointée par in

ou@ in @

a la fin de la liste-file.

(2] o= 7] o= 0 e~ 9 ] e1=[3[\]

last
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3.3 Les files de la bibliotheque

Le package java.util de la bibliotheque offre plusieurs classes qui peuvent servir comme
une file, méme si nous ne respectons pas trop ’esprit dans lequel ces classes sont organisées. (Les
files de la bibliotheque Queue ne sont pas franchement compatibles avec notre modele simple
des files).

Nous nous focalisons sur la classe LinkedList. Comme le nom l'indique & peu pres, cette
classe est implémentée par une liste chainée. Elle offre en fait bien plus que la simple fonction-
nalité de file, mais elle possede les méthodes add et remove des files. La classe LinkedList est
générique, comme la classe Stack de la section 2.3, ce qui la rend relativement simple d’emploi.

Exercice 3 Les objets LinkedList implémentent en fait les « queues a deux bouts » (double en-
ded queue), qui offrent deux couples de méthodes addFirst/removeFirst et addLast/removelast
pour ajouter/enlever respectivement au début et & la fin de queue. Afin d’assurer des opérations
en temps constant, la classe de bibliotheque repose sur les listes doublement chainées. Voici une
classe DelList des cellules de liste doublement chainée.

class DelList {
int val ; Delist next, prev ;

Delist (int val, Delist next, DelList prev) {
this.val = val ; this.next = next ; this.prev = prev ;
}
}

Le chainage double permet de parcourir la liste de la premiere cellule a la derniére en suivant
les champs next, et de la derniére a la premiere en suivant le champ prev.

fst 11 1st

|

0]
® > @
L - L

7]
‘ -
°

Autrement dit, si p est une référence vers une cellule de liste doublement chainée qui n’est pas la
premiere, on a l’égalité p.prev.next == p; et si p pointe vers la premiere cellule, on a p.prev
== null. De méme, si p pointe vers une cellule qui n’est pas la derniere, on a p.next.prev ==
p; et si p pointe vers la derniere cellule, on a p.next == null.

Solution. Décomposons une opération, par exemple addFirst, en ajoutant 3 au début de la

queue déja dessinée. Dans un premier temps on peut allouer la nouvelle cellule, avec un champ
next correct (voir push en 2.2). Le champ prev peut aussi étre initialisé immédiatement & null.

11 1st

o] [7]
> @ > @ -
® ®

Reste ensuite a ajuster le champ prev de la nouvelle seconde cellule de la liste, cellule accessible
par fst.next ((fst.next).prev = fst

~—

fst 3

2] o] [7] [11 1st
o —> o —> &> & —>
° ® L]
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Fi1c. 7 — Classe des queues a deux bouts

class DeQueue {
private Delist fst, 1st ; // First and last cell

DeQueue () { fst = 1st = null ; }
boolean isEmpty() { return fst == null ; }

void addFirst(int x) {
fst = new Delist(x, fst, null) ;
if (1st == null) {
1lst = fst ;
} else {
fst.next.prev = fst ;
}
}

void addLast(int x) {
1st = new Delist(x, null, 1st) ;
if (fst == null) {

fst = 1st ;
} else {
lst.prev.next = lst ;
}
}

int removeFirst() {
if (fst == null) throw new Error ("removeFirst: empty queue') ;
int r = fst.val ;
fst = fst.next ;
if (f£st == null) {
1st = null ;
} else {
fst.prev = null ;
}
return r ;

3

int removeLast() {
if (1st == null) throw new Error ("removeLast: empty queue") ;
int r = 1st.val ;
1st = 1st.prev ;
if (st == null) {
fst = null ;
} else {
lst.next = null ;
}

return r ;
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Pour supprimer par exemple le dernier élément de la queue, il suffit de changer le contenu de
1st (1st = 1lst.prev).

éj

fst 3

2] 0] 7 1st
[ > @ > @ .
L ] ®

- L J

[
@
Reste ensuite a ajuster le champ next de la nouvelle derniére cellule (1st.next = null).

fst 31 [2] [o]
o —> o —> o
® ®

Le code, pas si difficile est donné par la figure 7. Une fois compris le mécanisme d’ajout et de
retrait des cellules, le point délicat est de bien gérer le cas de la queue vide qui correspond a
fst et 1st tous deux égaux a null. o

4 Type abstrait, choix de I'implémentation

Nous avons présenté trois facons d’implémenter piles et files. Il est naturel de se demander
quelle implémentation choisir. Mais nous tenons d’abord & faire remarquer que, du strict point
de vue de la fonctionnalité, la question ne se pose pas. Tout ce qui compte est d’avoir une pile
(ou une file). En effet, les trois implémentations des piles offrent exactement le méme service,
de sorte que le choix d’une implémentation particuliére n’a aucun impact sur le résultat d’un
programme qui utilise une pile. La pile qui est définie exclusivement par les services qu’elle offre
est un exemple de type de données abstrait.

Java offre des traits qui permettent de fabriquer des types abstraits qui protégent leur
implémentation des interventions intempestives. Dans nos deux classes Stack, le tableau (ainsi
que le pointeur de pile sp) et la liste sont des champs privés. Un programme qui utilise nos piles
doit donc le faire exclusivement par 'intermédiaire des méthodes push et pop. Champs privés
et méthodes accessibles correspondent directement a la notion de type abstrait défini par les
services offerts.

Il faut toutefois remarquer que, du point de vue du langage de programmation, ’existence
des deux (trois en fait) méthodes reste pour le moment une convention : nous avons conven-
tionnellement appelé Stack la classe des piles et conventionnellement admis qu’elle possede ces
trois méthodes :

boolean isEmpty() { ... }
void push(int x) { ... }
int pop() throws StackEmpty { ... }

Il en résulte par exemple que nous ne pouvons pas encore mélanger les piles en tableau et les piles
en liste dans le méme programme, a moins de changer le nom des classes ce qui contredirait 1’idée
d’un type abstrait. Nous verrons au chapitre suivant comment procéder, a 1’aide des interfaces.
Répondons maintenant sérieusement a la question du choix de I'implémentation. Dans disons
99 % des cas pour les files et 90 % des cas pour les piles, il faut choisir la classe de bibliotheque,
parce que c’est la solution qui demande d’écrire le moins de code. La différence de pourcentage
s’explique en comparant le temps de lecture de la documentation au temps d’écriture d’une
classe des files ou des piles, et parce que la classe des piles est quand méme simple a écrire.
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La bibliotheque peut ne pas convenir pour des raisons d’efficacité : le code est trop lent ou
trop gourmand en mémoire pour notre programme particulier et nous pouvons faire mieux que
lui. Par exemple, le code de bibliotheque entraine la fabrication d’objets Integer en pagaille, et
une pile de scalaires se montre au final plus rapide. La classe de bibliotheque peut aussi ne pas
convenir parce qu’elle n’offre pas la fonctionnalité inédite dont nous avons absolument besoin (par
exemple une inversion complete de la pile), ou plus fréquemment parce que programmer cette
fonctionnalité de la facon autorisée par la structuration de la bibliotheque serait trop compliqué,
trop cotiteux, ou tout simplement impossible avec notre connaissance limitée de Java.

Il reste alors a choisir entre tableaux et listes. Il n’y a pas de réponse toute faite a cette
derniere question. En effet, d’'une part, la difficulté de ’écriture d’un programme dépend aussi
du gotut et de ’expérience de chacun ; et d’autre part, ’efficacité respective de I'une ou de 'autre
technique dépend de nombreux facteurs, (la pile croit-elle beaucoup, par exemple) et aussi de
Pefficacité de la gestion de la mémoire par le systeme d’exécution de Java. Toutefois, dans le cas
ou le redimensionnement est inutile, le choix d’une pile-tableau s’impose probablement, puisque
simplicité et efficacité concordent. Dans le cas général, on peut tout de méme prévoir qu’utiliser
les listes demande d’écrire un peu moins de code que d’utiliser les tableaux (redimensionnés). On
peut aussi penser que les tableaux seront un plus efficaces que les listes, ou en tout cas utiliseront
moins de mémoire au final. En effet, fabriquer une pile-tableau de N éléments demande d’allouer
logy N objets (tableaux) contre N objets (cellules de listes) pour une pile-liste. Or, allouer un
objet est une opération chere.

Supposons qu’un objet occupe deux cases de mémoire en plus de I’espace nécessaire pour ses
données (c’est une hypothese assez probable pour Java). Une cellule de liste occupe donc 4 cases
et un tableau de taille n occupe 3+n cases (dont une case pour la longueur). Pour un programme
effectuant au total P push, la pile-liste aura alloué au total 4 - P cases de mémoire, tandis que
la pile-tableau aura alloué entre une (si la taille initiale du tableau est 1, et que le programme
alterne push et pop) et environ 4 - P + 3 - logy P cases de mémoire (dans le cas ou aucun pop ne
sépare les push et ou le tableau est redimensionné par le dernier push). La pile-tableau n’alloue
donc jamais significativement plus de mémoire que la pile-liste, et généralement plutot moins.

Un autre cout intéressant est 1’empreinte mémoire, la quantité de mémoire mobilisée a un
instant donné. Une pile-file de N éléments mobilise 4 - N cases de mémoire. Une pile-tableau
mobilise entre 3+ N et un nombre arbitrairement grand de cases de mémoire (le nombre arbitraire
correspond a la taille du tableau lorsque, dans le passé, la pile a atteint sa taille maximale). Un
nouvel élément intervient donc dans le choix de I'implémentation : la profondeur maximale de
pile au cours de la vie du programme. Si cette profondeur reste raisonnable le choix de la pile-
tableau s’impose, autrement le choix est moins net, mais la flexibilité de I'allocation petit-a-petit
des cellules de la pile-liste est un avantage. On peut aussi envisager de réduire la taille du tableau
interne de la pile tableau, par exemple en réduisant le tableau de la moitié de sa taille quand
il n’est plus qu’au quart plein. Mais il faut alors y regarder a deux fois, notre classe des piles
commence a devenir compliquée est tout ce code ajouté entraine un prix en temps d’exécution.
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Associations — Tables de hachage

Ce chapitre aborde un probleme tres fréquemment rencontré en informatique : la recherche
d’information dans un ensemble géré de facon dynamique. Nous nous placons dans le cadre ou
une information complete se retrouve normalement a 1’aide d’une clé qui I’identifie. La notion se
rencontre dans la vie de tous les jours, un exemple typique est I’annuaire téléphonique : connaitre
le nom et les prénoms d’un individu suffit normalement pour retrouver son numéro de téléphone.
En cas d’homonymie absolue (tout de méme rare), on arrive toujours a se débrouiller. Dans les
sociétés modernes qui refusent le flou (et dans les ordinateurs) la clé doit identifier un individu
unique, d’ou, par exemple, 'idée du numéro de sécurité sociale,

Nous voulons un ensemble dynamique d’informations, c’est-a-dire aussi pouvoir ajouter ou
supprimer un élément d’information. On en vient naturellement a définir un type abstrait de
données, appelé table d’association qui offre les opérations suivantes.

e Trouver l'information associé a une clé donnée.

e Ajouter une nouvelle association entre une clé et une information.

e Retirer une clé de la table (avec I'information associée).

La seconde opération mérite d’étre détaillée. Lors de I'ajout d’une paire clé-information, nous
précisons :

e S’il existe déja une information associée a la clé dans la table, alors la nouvelle information

remplace I'ancienne.

e Sinon, une nouvelle association est ajoutée a la table.

Il en résulte qu’il n’y a jamais dans la table deux informations distinctes associées a la méme
clé.

Il n’est pas trop difficile d’envisager la possibilité inverse, en ajoutant une nouvelle association
a la table dans tous les cas, que la clé s’y trouve déja ou pas. Il faut alors réviser un peu les deux
autres opérations, afin d’identifier I'information concernée parmi les éventuellement multiples qui
sont associées & une méme clé. En général, on choisit I'information la plus récemment entrée, ce
qui revient a un comportement de pile.

Enfin, il peut se faire que la clé fasse partie de I'information, comme c’est généralement le
cas dans une base de données. Dans ce cas appelons enregistrement un élément d’information.
Un enregistrement est composé de plusieurs champs (nom, prénom, numéro de sécurité sociale,
sexe, date de naissance etc.) dont un certain nombre peuvent servir de clé. Il n’y a la aucune
difficulté du moins en théorie. Il se peut aussi que I'information se réduise a la clé, dans ce cas
la table d’association se réduit & I’ensemble (car il n’y a pas de doublons).

1 Statistique des mots

Nous illustrons I'intérét de la table d’association par un exemple ludique : un programme Freq
qui compte le nombre d’occurrences des mots d’un texte, dans le but de produire d’intéressantes

65
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statistiques. Soit un texte, par exemple notre hymne national, nous aurons

% java Freq marseillaise.txt

nous: 10
vous: 8
frangais: 7
leur: 7
dans: 6
liberté: 6

1.1 Résolution par une table d’association

Le probléme a résoudre se décompose naturellement en trois :
(1) Lire un fichier texte mot & mot.
(2) Compter les occurrences des mots.

(3) Produire un bel affichage, par exemple présenter les mots dans l'ordre décroissant du
nombre de leurs occurrences.

Supposons les premier et troisieme points résolus. Le troisiéme par un tri et le premier par une
classe WordReader des flux de mots. Les objets de cette classe possedent une méthode read qui
renvoie le mot suivant du texte (un String) ou null & la fin du texte.

Une table d’association permet de résoudre facilement le deuxieme point : il suffit d’associer
mots et entiers. Un mot qui n’est pas dans la table est conventionnellement associé a zéro. A
chaque mot lu m on retrouve ’entier ¢ associé a m, puis on change 1’association en m associé
a i+ 1. Nous pourrions spécifier en frangais une version raffinée de table d’association (pas de
suppression, information valant zéro par défaut). Nous préférons le faire directement en Java en
définissant une interface Assoc.

interface Assoc {
/* Créer/remplacer l’association key — wval */
void put(String key, int val) ;
/* Trouver l’entier associé & key, ou zéro. */
int get(String key) ;

}

La définition d’interface ressemble a une définition de classe, mais sans le code des méthodes.
Cette absence n’empéche nullement d’employer une interface comme un type, nous pouvons
donc parfaitement écrire une méthode count, qui compte les occurrences des mots du texte

dans un Assoc t passé en argument, sans que la classe exacte de t soit connue!.

static void count(WordReader in, Assoc t) {
for (String word = in.read() ; word '= null ; word = in.read()) {
if (word.length() >= 4) { // Retenir les mots suffisamment longs
word = word.toLowerCase() ; // Minusculer le mot
t.put (word, t.get(word)+1) ;
}
}
}

(Voir B.6.1.3 pour les deux méthodes des String employées). Une fois remplie, la table est
simplement affichée sur la sortie standard.

Vous noterez la différence avec les classes Fifo et Stack du chapitre précédent
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Assoc t = ... ;

WordReader in = ... ;

count(in, t) ;
System.out.println(t.toString()) ;

Les points de la création du WordReader et du tri de la table dans sa méthode toString sont
supposeés résolus, nous estimerons donc le programme Freq écrit dés que nous aurons implémenté
la table d’association nécessaire.

1.2 Implémentation simple de la table d’association

La technique d’implémentation la plus simple d’une table d’associations est d’envisager une
liste des paires clé-information. Dans ’exemple de la classe Freq, les clés sont des chaines et les
informations des entiers, nous définissons donc une classe simple des cellules de listes.

class AlList {
String key ; int val ;
AList next ;

AList (String key, int val, List next) {
this.key = key ; this.val = val ; this.next = next ;
}
}

Nous aurions pu définir d’abord une classe des paires, puis une classe des listes de paires, mais
nous préférons la solution plus économe en mémoire qui consiste a ranger les deux composantes
de la paire directement dans la cellule de liste.

Nous dotons la classe AList d’une unique méthode (statique, null étant une liste valide)
destinée a retrouver une paire clé-information & partir de sa clé.

static AList getCell(String key, AList p) {
for ( ; p '= null ; p = p.next)
if (key.equals(p.key)) return p ;
return null ;

3

La méthode getCell renvoie la premiere cellule de la liste p dont le champ vaut la clé passée en
argument. Si cette cellule n’existe pas, null est renvoyé. Notons que les chaines sont comparées
par la méthode equals et non pas par l'opérateur ==, c’est plus prudent (voir B.3.1.1). Cette
méthode getCell suffit pour écrire la classe L des tables d’associations basée sur une liste
d’association interne.

class L implements Assoc {
private AlList p ;
LO {p=null ;}

public int get(String key) {
AList r = AlList.getCell (key, p) ;
if (r == null) { // Absent de la table
return 0 ;
} else { // Présent dans la table
return r.val ;
}
}
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public void put(String key, int val) {
AList r = AList.getCell(key, p) ;
if (r == null) { // Absent de la table, créer une nouvelle association
p = new AlList (key, val, p) ;
} else { // Présent dans la table, modifier l’ancienne association
r.val = val ;
}
}
}

Les objets L encapsulent une liste d’association. Les méthodes get et put emploient toutes les
deux la méthode AList.getCell pour retrouver l'information associée a la clé key passée en
argument. La technique de I’encapsulage est désormais familiere, nous l’avons déja exploitée
pour les ensembles, les piles et les files dans les chapitres précédents.

Mais il faut surtout noter une nouveauté : la classe L déclare implémenter I'interface Assoc
(mot-clé implements). Cette déclaration entraine deux conséquences importantes.

e Le compilateur Java vérifie que les objets de la classe L possedent bien les deux méthodes
spécifiées par 'interface Assoc, avec les signatures conformes. Il y a un détail étrange : les
méthodes spécifiées par une interface sont obligatoirement public.

e Un objet L peut prendre le type Assoc, ce qui arrive par exemple dans ’appel suivant :

// in est un WordReader
count (in, new L()) ; // Compter les mots de in.

Notez que count ne connait pas la classe L, seulement l'interface Assoc.
Notre programme Freq fonctionne, mais il n’est pas tres efficace. En effet si la liste d’association
est de taille IV, une recherche par getCell peut prendre de 'ordre de N opérations, en particulier
dans le cas fréquent ou la clé n’est pas dans la liste. Il en résulte que le programme Freq est en
O(n?) olt n est le nombre de mots de I'entrée. Pour atteindre une efficacité bien meilleure, nous
allons introduire la nouvelle notion de table de hachage.

2 Table de hachage

La table de hachage est une implémentation efficace de la table d’association. Appelons
univers des clés ’ensemble U de toutes les clés possibles. Nous allons d’abord observer qu’il existe
un cas particulier simple quand 'univers des clés est un petit intervalle entier, puis ramener le
cas général a ce cas simple.

2.1 Adressage direct

Cette technique tres efficace ne peut malheureusement s’appliquer que dans des cas tres
particuliers. Il faut que 1'univers des clés soit de la forme {0,...,n — 1}, ol n est un entier pas
trop grand, et d’autre part que deux éléments distincts aient des clés distinctes (ce que nous
avons d’ailleurs déja supposé). Il suffit alors d’utiliser un tableau de taille n pour représenter la
table d’association.

Ce cas s’applique par exemple a la base de donnée des concurrents d’'une épreuve sportive
qui exclut les ex-sequos. Le rang a I'arrivée d’un concurrent peut servir de clé dans la base de
données. Mais, ne nous leurrons pas un cas aussi simple est exceptionnel en pratique. Le fait
pertinent est de remarquer que le probleme de la recherche d’information se simplifie beaucoup
quand les clés sont des entiers pris dans un petit intervalle.
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2.2 Table de hachage

L’idée fondamentale de la table de hachage est de se ramener au cas de I'adressage direct,
c’est-a-dire de clés qui sont des indices dans un tableau. Soit m, entier pas trop grand, a vrai
dire entier de 'ordre du nombre d’éléments d’informations que ’on compte gérer. On se donne
une fonction

h:U—{0,...,m—1}

appelée fonction de hachage. L’idée est de ranger 1’élément de clé k non pas dans une case de
tableau t[k], comme dans 'adressage direct (cela n’a d’ailleurs aucun sens si k n’est pas un
entier) , mais dans t[h(k)]. Nous reviendrons en 3 sur le choix, relativement délicat, de la
fonction de hachage. Mais nous devons affronter deés a présent une difficulté. En effet, il devient
déraisonnable d’exclure le cas de clés (distinctes) k et k' telles que h(k) = h(k’). La figure 1
illustre la survenue d’une telle collision entre les clés ki et ks distinctes qui sont telles que
h(k1) = h(ks). Précisons un peu le probleme, supposons que la collision survient lors de I’ajout

Fi1a. 1 — Une collision dans une table de hachage.

0
h(k2)

Univers U des clés

h(k1) = h(ks)

h(ko)
m—1

de I’élément d’information vy de clé k3, alors qu’il existe déja dans la table une clé k; avec
h(k1) = h(ks). La question est alors : ou ranger l'information associée a la clé kg ?

2.3 Résolution des collisions par chainage

La solution la plus simple pour résoudre les collisions consiste a mettre tous les éléments d’in-
formation dont les clés ont méme valeur de hachage dans une liste. On parle alors de résolution
des collisions par chainage. Dans le cas de I'exemple de collision de la figure 1, on obtient la
situation de la figure 2. On remarque que les éléments de la table t sont tout bétement des listes
d’association, la liste t [i] regroupant tous les éléments d’information (k,v) de la table qui sont
tels que h(k) vaut U'indice i.

Nous proposons une nouvelle implémentation H des tables d’associations Assoc, en encap-
sulant cette fois une table de hachage.

class H implements Assoc {
final static int SIZE=1024 ; // Assez grand ?
private AlList []1 t ; // Tableau interne de listes d’associations.

HO) { t = new AList [SIZE] } ;

private int hash(String key) { return 