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Préliminaire : un peu de théorie de la complexité

2

Principe de cette théorie :

- on prend un problème (exemple : unicité des éléments d’un ensemble)

- on choisit un modèle de calcul (exemple : comparaison)

- on étudie la difficulté de ce problème pour ce modèle :

→ borne supérieure : O(n log n) (on trie les elements au fur et à mesure)

→ borne inférieure : Ω(n log n) [Ben-Or 83]
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Principe de cette théorie :

- on prend un problème (exemple : unicité des éléments d’un ensemble)

- on choisit un modèle de calcul (exemple : Word-RAM)

- on étudie la difficulté de ce problème pour ce modèle :

→ borne supérieure : O(n) amorti (table de hachage)

→ borne inférieure : Ω(n)



Note: on ne compte pas le temps de lire l’entrée
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Principe de cette théorie :

- on prend un problème (exemple : unicité des éléments d’un ensemble)

- on choisit un modèle de calcul (exemple : quantum circuits)

- on étudie la difficulté de ce problème pour ce modèle :

→ borne supérieure : O(n2/3) (Prob(résultat correct)= Ω(1) [Ambainis 07]

→ borne inférieure : Ω(n2/3) [Aaronson, Shi 04])



A priori il n’y a pas de modele de calcul absolument plus realiste que les autres. En pratique le modele que l’on choisit depend du type des
donnees sur lesquelles on veut travailler, et des operations que ces donnees supportent (comparaison, hachage, etc.).

Note: on ne compte pas le temps de lire l’entrée

la preuve n’est pas evidente mais elle est jolie : elle se base sur un resultat de geometrie algebrique du a Milnor et Thom)
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Quel modèle de calcul choisir ?

Principe de cette théorie :

- on prend un problème (exemple : unicité des éléments d’un ensemble)

- on choisit un modèle de calcul (exemple : quantum circuits)

- on étudie la difficulté de ce problème pour ce modèle :

→ borne supérieure : O(n2/3) (Prob(résultat correct)= Ω(1) [Ambainis 07]

→ borne inférieure : Ω(n2/3) [Aaronson, Shi 04])



ce sont des machines de Turing qui ne peuvent ecrire sur la bande en-dehors de l’endroit ou se trouve ecrite l’instance du probleme, ou sur
une longueur lineaire en la taille de l’entree. Ils sont adaptes pour effectuer l’operation de derivation.

Tous les modèles de calcul ne sont pas équivalents. Certains modèles de calcul sont plus performants que d’autres. D’une part ils peuvent
resoudre certains problemes plus rapidement. D’autre part ils peuvent resoudre des problemes que d’autres modeles ne peuvent pas.

Modèles de calcul

3

Hiérarchie de Chomsky (1956):

• langages réguliers (automates finis)

• grammaires hors-contexte (automates finis à pile)

• grammaires contextuelles (automates finis a bande linéairement bornée)

• langages décidables (machines de Turing)

exemple: {a∗b∗}

exemple : {anbn | n > 0}

exemple : {anbncn | n > 0}

exemple : {(n,m) | n mod m = 0}

+
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Tous les modèles de calcul ne sont pas équivalents. Certains modèles de calcul sont plus performants que d’autres. D’une part ils peuvent
resoudre certains problemes plus rapidement. D’autre part ils peuvent resoudre des problemes que d’autres modeles ne peuvent pas.
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au-delà : langages récursivement énumérables, langages indécidables
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Thèse de Church-Turing (1936):

Tout modèle de calcul effectif [i.e. réalisable par une machine] peut
être simulé par une machine de Turing
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Thèse de Church-Turing (1936):

Tout modèle de calcul effectif [i.e. réalisable par une machine] peut
être simulé par une machine de Turing

→ modèle de référence : machine de Turing

→ modèles équivalents (pour la calculabilité):

→ but : classifier les problèmes de manière consistante
pour tous ces modèles

λ-calcul, algebraic comparison, Pointer Machine, Real-RAM,
Word-RAM, etc.
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P
?
= NP

• enjeux colossaux dépassant largement le cadre scientifique

• implications dans de nombreux domaines des sciences et au-delà

• que faire si P 6= NP ? Certains problèmes sont-ils définitivement
inaccessibles ?
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→ calcul quantique ?
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Algorithmes d’approximation
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Def: Un problème d’optimisation (minimisation) p consiste, à partir
d’une instance i donnée, à calculer une structure qui optimise (minimise)
une certaine fonction de coût | · |.



Algorithmes d’approximation
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Exemple: étant donné un graphe pondéré G, calculer l’arbre couvrant
de G de poids minimal.

Def: Un problème d’optimisation (minimisation) p consiste, à partir
d’une instance i donnée, à calculer une structure qui optimise (minimise)
une certaine fonction de coût | · |.

→ instance : G

→ fonction de coût : somme des poids des arêtes de l’arbre

→ problème : MST



Algorithmes d’approximation
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Def: Un problème d’optimisation (minimisation) p consiste, à partir
d’une instance i donnée, à calculer une structure qui optimise (minimise)
une certaine fonction de coût | · |.

→ pour toute instance i, soit OPTp(i) une structure optimale sur i

Def: Un algorithme de κ-approximation de (p, | · |) est un algorithme
A qui, pour toute instance i de p, fournit une solution A(i) (en temps
Poly(|i|)) telle que |A(i)| ≤ κ|OPTp(i)|.
→ κ peut être une constante ou bien une fonction (polynômiale) de |i|
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Def: Un problème d’optimisation (minimisation) p consiste, à partir
d’une instance i donnée, à calculer une structure qui optimise (minimise)
une certaine fonction de coût | · |.

→ pour toute instance i, soit OPTp(i) une structure optimale sur i

Def: Un algorithme de κ-approximation de (p, | · |) est un algorithme
A qui, pour toute instance i de p, fournit une solution A(i) (en temps
Poly(|i|)) telle que |A(i)| ≤ κ|OPTp(i)|.

Def (PTAS): Un PTAS de p vis-à-vis de |·| est une famille à un paramètre
d’algorithmes polynômiaux, {Aε}ε>0, telle que pour tout ε > 0 et toute
instance i de p, |Aε(i)| ≤ (1 + ε)|OPTp(i)|.

→ κ peut être une constante ou bien une fonction (polynômiale) de |i|



et ceci sans forcément changer de classe de complexité. Par exemple certains algorithmes d’approximation en géométrie visent à réduire la
dépendance en la dimension des données. cf. la séance de cours suivante.

Algorithmes d’approximation

5

Def: Un problème d’optimisation (minimisation) p consiste, à partir
d’une instance i donnée, à calculer une structure qui optimise (minimise)
une certaine fonction de coût | · |.

Plus généralement, la raison d’être d’un algorithme d’approximation (ou
d’une famille d’algorithmes d’approximation) est de réduire la complexité
d’un problème donné pour un modèle de calcul donné.

→ dans la suite, le modèle de calcul par défaut sera Real-RAM
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Stephen Cook avait introduit la NP-completude en 1971 et montre que SAT etait NP-complet. En 1972, Karp a donne une liste de 21 problemes fondamentaux NP-complets, grace auxquels de nombreux autres problemes ont pu etre demontres comme etant NP-complets depuis. C’est ce papier seminal qui a suscite un immense interet pour la NP-completude ainsi que pour la fameuse question P=NP.
on parlera de Hamiltonian Cycle un peu plus loin. La reduction a TSP se fait en attribuant un poids fini a chaque arete du graphe et un poids infini a chaque arete qui n’est pas dans le graphe

Traveling Salesman Problem

6

A fundamental problem in computer science:

- among the most intensively studied problems over the last 50 years

- longstanding history (roots go back to the 1800’s) with several breakthroughs

- a special case (Hamiltonian Cycle) is among Karp’s 21 NP-complete problems

- optimization problem with an interesting complexity



tour optimal de 13, 509 villes de plus de 500 habitants aux Etats-Unis. Le calcul a pris 3 mois avec 2 clusters : l’un de 12 processeurs DEC Alpha, l’autre de 32 PCs Pentium II.

il y a des tonnes d’applications. Dans le TD d’aujourd’hui nous verrons une application en reconstruction de formes

notamment le percage des trous dans un circuit imprime

Traveling Salesman Problem

6

A wealth of applications:

- route planning

- transportation and logistics

- printed circuits and microchips manufacturing

- DNA sequencing

Source: TSP project @ Rice University

- etc.
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Traveling Salesman Problem

Thm: The decision version of TSP is NP-hard, i.e. it cannot be solved
in PT unless P = NP .

Decisive TSP: given a complete graph G = (V,E)
with non-negative weights, and an integer k, deter-
mine whether there is a tour of cost ≤ k.



Hamiltonian Cycle: given a graph G = (V,E),
determine whether G admits a tour.
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Traveling Salesman Problem

Thm: The decision version of TSP is NP-hard, i.e. it cannot be solved
in PT unless P = NP .

Proof Reduction of Hamiltonian Cycle:
Let G = (V,E) unweighted, incomplete → G′ = (V ′, E′) where:

• V ′ = V

• ∀e ∈ E, add (e, 1) to E′

• ∀e /∈ E, add (e,∞) to E′

G has a Hamiltonian cycle ⇔ G′ has a tour of length ≤ n
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mine whether there is a tour of cost ≤ k.



Hamiltonian Cycle: given a graph G = (V,E),
determine whether G admits a tour.

7
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Thm: The decision version of TSP is NP-hard, i.e. it cannot be solved
in PT unless P = NP .

Proof Reduction of Hamiltonian Cycle:
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Decisive TSP: given a complete graph G = (V,E)
with non-negative weights, and an integer k, deter-
mine whether there is a tour of cost ≤ k.



Hamiltonian Cycle: given a graph G = (V,E),
determine whether G admits a tour.

Thm: TSP is APX-hard, i.e. for any PT computable function f(n), TSP
cannot be approximated in PT within a factor of f(n), unless P = NP .

Proof Reduction of Hamiltonian Cycle:
Let G = (V,E) unweighted, incomplete → G′ = (V ′, E′) where:

• V ′ = V

• ∀e ∈ E, add (e, 1) to E′

• ∀e /∈ E, add (e, nf(n)) to E′

G has a Hamiltonian cycle ⇔ G′ has a tour of length ≤ n
(all tours passing in G′ \G are at least n− 1 + nf(n) > nf(n) = f(n)|OPT | long)

7

1

nf(n)

Traveling Salesman Problem

Decisive TSP: given a complete graph G = (V,E)
with non-negative weights, and an integer k, deter-
mine whether there is a tour of cost ≤ k.
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The weights of G(V,E) now satisfy the triangle
inequality
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2-approximation algorithm:

(1) build MST M of G (Kruskal)
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Thm |T | ≤ 2|OPT|

proof |T | ≤ |T+|
tri. ineq.
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(3) build greedily a Eulerian tour T+ on M+

(4) Trim edges of T+ → T

T+

Thm |T | ≤ 2|OPT|

proof |T | ≤ |T+| = |M+|
tri. ineq.
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2-approximation algorithm:

(1) build MST M of G (Kruskal)

(2) double edges →M+ Eulerian

(3) build greedily a Eulerian tour T+ on M+

(4) Trim edges of T+ → T

Thm |T | ≤ 2|OPT|

proof |T | ≤ |T+| = |M+| = 2|M |
tri. ineq.
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2-approximation algorithm:

(1) build MST M of G (Kruskal)

(2) double edges →M+ Eulerian

(3) build greedily a Eulerian tour T+ on M+

(4) Trim edges of T+ → T

Thm |T | ≤ 2|OPT|

proof |T | ≤ |T+| = |M+| = 2|M | ≤ 2|OPT|
OPT=”tree+edge”tri. ineq.



Metric TSP
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2-approximation algorithm:

(1) build MST M of G (Kruskal)

(2) double edges →M+ Eulerian

(3) build greedily a Eulerian tour T+ on M+

(4) Trim edges of T+ → T

Replace (2) by adding to M a min cost perfect matching of its odd-valenced
vertices → 3

2 -approximation [Christofides76]



conjecture made in 2006 by Papadimitriou and Vempala, who worked out a lower bound slightly larger than 1 ( 220
219

)...

Metric TSP

8

2-approximation algorithm:

(1) build MST M of G (Kruskal)

(2) double edges →M+ Eulerian

(3) build greedily a Eulerian tour T+ on M+

(4) Trim edges of T+ → T

Replace (2) by adding to M a min cost perfect matching of its odd-valenced
vertices → 3

2 -approximation [Christofides76]

Q Can we do better?

Thm [ALMSS92] There is no PTAS for Metric TSP, unless P = NP

Conjecture best approximation factor: 4/3
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Euclidean TSP

V ⊂ Rd, E is the set of all pairs weighted by
Euclidean distances
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Euclidean TSP

Thm [Arora ’96] Euclidean TSP admits a PTAS

Overview Let n = |V |
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Euclidean TSP

Thm [Arora ’96] Euclidean TSP admits a PTAS

Overview Let n = |V |

(1) rescale/snap V

n2
√

2

1

1

(2) subdivide the grid with a quadtree

level 1

level 2

level 3

(3) place portals on grid lines

(4) compute the smallest portal-respecting tour OPTp

(5) Trim the edges of OPTp and output the result T

(6) Realize the tour T on V and not on the grid vertices



La nouveaute reside dans les etapes 2 a 4, qui modifient le probleme en un autre probleme que l’on peut resoudre exactement par programmation dynamique. Deux objectifs : - complexite : montrer que la combinatoire n’explose pas (et en fait se reduit), ce qui permet de resoudre le nouveau probleme en temps polynomial, - qualite du resultat : montrer que |OPTp| n’est pas trop grand par rapport a |OPT |, en fait pas plus que (1 + ε)|OPT |.

Les etapes 1 et 6 sont inverses l’une de l’autre et standard : l’argument utilise de simples regles de 3 et n’apporte pas grand’chose a l’analyse. L’etape 5 et son analyse sont triviales : l’operation ne peut que reduire le cout total du tour.
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Euclidean TSP

Thm [Arora ’96] Euclidean TSP admits a PTAS

Overview Let n = |V |

(1) rescale/snap V

n2
√

2

1

1

(2) subdivide the grid with a quadtree

level 1

level 2

level 3

(3) place portals on grid lines

(4) compute the smallest portal-respecting tour OPTp

(5) Trim the edges of OPTp and output the result T

(6) Realize the tour T on V and not on the grid vertices

(1) rescale/snap V

(5) Trim the edges of OPTp and output the result T

(6) Realize the tour T on V and not on the grid vertices



l’etape de rescaling/snapping nous a permis d’obtenir un input sur une grille reguliere le diametre total O(n2).
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(2) Grid subdivision

2k ≤ 2n2
√

2

Let k s.t. 2k−1 ≤ n2
√

2 ≤ 2k ≤ 2n2
√

2
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1
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l’etape de rescaling/snapping nous a permis d’obtenir un input sur une grille reguliere le diametre total O(n2).
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(2) Grid subdivision

2k ≤ 2n2
√

2

Let k s.t. 2k−1 ≤ n2
√

2 ≤ 2k ≤ 2n2
√

2

1

1

level 1

level 2

level 3

O(n4) leaves ⇒ size = O(n4)



en gros, on place toujours m portails entre deux droites successives de meme niveau
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(3) Portals

Let m =
⌊
logn
ε

⌋
On each level i line, place 2im equally-spaced
portals, plus one at each intersection with other
level-i lines



au plus m portails par cote, plus les 4 coins

en gros, on place toujours m portails entre deux droites successives de meme niveau

11

(3) Portals

Let m =
⌊
logn
ε

⌋
On each level i line, place 2im equally-spaced
portals, plus one at each intersection with other
level-i lines

Each level i line is incident to 2i pairs of level i
squares ⇒ m portals per pair (w/o corners)

Each level i square has a boundary made of level j ≤ i lines
⇒ at most 4m+ 4 portals per square



The problem becomes now purely combinatorial (straight-line segments inside the cells),
but there is an issue: an exhaustive search needs to consider infinitely many instances,
since the number of passes through a portal is unbounded.

12

(4) Portal-respecting tours

Def A tour is portal-respecting if it crosses the
grid only at portals



The problem becomes now purely combinatorial (straight-line segments inside the cells),
but there is an issue: an exhaustive search needs to consider infinitely many instances,
since the number of passes through a portal is unbounded.

12

(4) Portal-respecting tours

Def A tour is portal-respecting if it crosses the
grid only at portals

Idea Consider all possible ways a portal-
respecting tour can intersect a cell’s boundary.



il y a 4m + 2 portails par cellule. A nombre d’entrees/sorties dans la cellule fixe (mettons un par portail), il faut encore choisir pour chaque entree quelle sera la sortie correspondante⇒ ensemble des bijections d’un ensemble a 2m + 2 elements vers un autre ensemble a 2m + 2 elements.
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respecting tour can intersect a cell’s boundary.

Problems:

- a tour may pass an arbitrary number of times through a portal

- even with a fixed number of crossings, combinatorics is still
Ω(m!) = Ω(nlogn), which is super-polynomial
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(4) Portal-respecting tours

Def A tour is portal-respecting if it crosses the
grid only at portals

Idea Consider all possible ways a portal-
respecting tour can intersect a cell’s boundary.

Problems:

- a tour may pass an arbitrary number of times through a portal

- even with a fixed number of crossings, combinatorics is still
Ω(m!) = Ω(nlogn), which is super-polynomial

Goal: exploit properties of OPTp to reduce combinatorics to polynomial.
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most k times



The problem becomes now purely combinatorial (straight-line segments inside the cells),
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(4) Portal-respecting tours

Def A tour is portal-respecting if it crosses the
grid only at portals

Def a tour is k-light if each portal is visited at
most k times

Prop OPTp is 2-light

a

c′

a′

b′

Prop OPTp does not self-intersect, except at portals
(a, b′, a′, c′)

( ( ) ) ( ( ) ) ( )

⇒ valid pairings of portals along cell boundary map injectively
to balanced arrangements of parentheses
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(4) Portal-respecting tours

Goal: find shortest tour that is:

- portal-respecting
- 2-light
- non self-intersecting (except at portals)

→ divide-and-conquer approach using quadtree:
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m+1

Cm
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(4) Portal-respecting tours

Goal: find shortest tour that is:

- portal-respecting
- 2-light
- non self-intersecting (except at portals)

→ divide-and-conquer approach using quadtree:

• for every cell s, interface is defined by:

- a number of passes through each portal of s
- a paring between selected portals 3O(m) = nO(1/ε)

O(Cm) = O
(
22m

)
= nO(1/ε)

• dynamic programming: given the interface of a level-i cell, combine results
of its level-(i+1) children for all their possible compatible interfaces
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(4) Portal-respecting tours

Lookup table:

size: O
(
n4 nO(1/ε)

)
R2
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(4) Portal-respecting tours

Lookup table:

R2

Fill the table ”in depth”

∀ (leaf,interface),

report total length of pair-
ing w/ straight-line segments
(nodes are portals)

∀ (node, interface),

nO(1/ε)- select interface for every son
- retrieve best tour for each selected
(son, interface) O(1)

O(1)
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(4) Portal-respecting tours

Lookup table:

R2

Fill the table ”in depth”

total running time: O
(
n4 nO(1/ε)

)
Output is the shortest tour that is portal-respecting
(and 2-light and non self-intersecting)
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Euclidean TSP

Thm [Arora96] Euclidean TSP admits a PTAS

Overview Let n = |V |

(1) rescale/snap V

n2
√

2

1

1

(2) subdivide the grid with a quadtree

level 1

level 2

level 3

(3) place portals on grid lines

(4) compute the smallest portal-respecting tour OPTp

(5) Trim the edges of OPTp and output the result T

(6) Realize the tour T on V and not on the grid verticesPolyn
om

ial
ru

ntim
e
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l’idee est de faire zig-zaguer OPT autour de deux lignes paralleles du quadtree, pour forcer OPTp a aller chercher plein de portails
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Structure theorem

Pb: |OPTp| can be made arbitrarily large compared to |OPT|

1/4 3/41/2

n

n
1

1

|V | = 2n

n2√2/2

n
2

n + n
2
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√
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√
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√
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Structure theorem

Pb: |OPTp| can be made arbitrarily large compared to |OPT|

1/4 3/41/2

n

n
1

1

|V | = 2n

|OPT| ≤ 2n
2n + 2n

2 2
√

2 +

2n2
√
2
2 = n2(1 +

√
2) + 2n

√
2

One crossing every n ⇒ overhead
per consecutive portals ≥ 2 δ

4
= δ

2

⇒ total overhead ≥ 4m δ
2

=
(n2+2n)2

4
= Ω(|OPT|) (indep. of ε)

n2√2/2

n
2

n + n
2

At level 2, 4m portals ⇒ inter-

portal distance δ = n2+2n
8m >> n

(same for tours close to OPT)
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Structure theorem

Pb: |OPTp| can be made arbitrarily large compared to |OPT|

Patch: randomize the algorithm:

Choose random integers 0 ≤ x, y ≤
2k, then apply (2)-(5) to square of
sidelength 2k+1 shifted by (−x,−y).

2k

x

y



message : comme le nombre de lignes de niveau i augmente exponentiellement avec i, la probabilité qu’une ligne traversée par OPT soit de niveau petit est faible
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Structure theorem

2k

For any vertical line l in domain,

Px(l is at level i) = 2i−2

1+2k

x

y

2i−1 level i lines, half of which reach l

1 + 2k possible values for x

Thm The expectation (over x, y) of |OPTp| − |OPT| is at most
k+1
m |OPT|
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Structure theorem

2k

x

y

Thm The expectation (over x, y) of |OPTp| − |OPT| is at most
k+1
m |OPT|

→ transform OPT into a portal-
respecting tour:
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Structure theorem

2k

x

y

Thm The expectation (over x, y) of |OPTp| − |OPT| is at most
k+1
m |OPT|

→ transform OPT into a portal-
respecting tour:

Px(level i) = 2i−2

1+2k
(same for y)

Expected overhead:
∑k+1
i=1

2i−2

1+2k
2k+1

m 2i

≤
∑k+1
i=1

2i−2

2k
2k+1

m 2i
= k+1

2m

For every crossing, overhead ≤ 2 times

half the interportal distance = 2k+1

m 2i

OPT crosses the grid at most 2|OPT|
times ⇒ total expected overhead:
k+1
m
|OPT|
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Structure theorem

Thm The expectation (over x, y) of |OPTp| − |OPT| is at most
k+1
m |OPT| ≤ 2 logn+3/2+1

log n/2ε |OPT| ≤ (4 + 5/logn) ε |OPT| ≤ 9ε |OPT|.
(n ≥ 2)



inegalite de Markov
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Structure theorem

Thm The expectation (over x, y) of |OPTp| − |OPT| is at most
k+1
m |OPT|

Corollary Px,y (|OPTp| − |OPT| ≤ 18ε |OPT|) ≥ 1/2

≤ 2 logn+3/2+1
log n/2ε |OPT| ≤ (4 + 5/logn) ε |OPT| ≤ 9ε |OPT|.

→ Monte-Carlo procedure given a constant 0 < c < 1, repeat dlog(1/c)e
times the process ”randomization + (2)-(5)” and keep the best computed tour
T . Then, P (|OPTp| − |OPT| ≤ 18ε |OPT|) ≥ 1− c

→ Derandomization try all possible choices of (x, y) (there are O(n4)
of those), and keep best tour.



TSP et ses variantes interviennent dans de nombreux domaines : logistique, etc.

TSP lui-meme a beaucoup de variantes : k-TSP (visit at least k nodes), etc.
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Take-home messages

• Even though TSP is APX-hard, by choosing a relevant class of in-
puts, and by using approximation, we can build reasonable solutions
in (weakly) polynomial time.

• Impacts many other NP-hard problems, e.g. Minimum Steiner Tree.

• Has many applications down the road, e.g. curve reconstruction (see TD).

• PTAS works in any arbitrary dimension, and also for all lp-norms with
p ≥ 1. In fact, PTAS works in any metric space with bounded doubling
dimension [Talwar ’04].


