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Graph planarity characterizations: from Schnyder
woods to the Colin de Verdere invariant

Kuratowski theorem  (excluded minors)

Schnyder woods (via dimension
of partial orders) G contains neitherK s nor K 3.3 as minors

’ : dim(G) 3
Thm (Koebe-Andreev-Thurston) M @
Every planar graph withn vertices is isomorphic

to the intersection graph oin disks in the plane.
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Colin de Verdiere invariant (multlpllcr[y of , eigenvalue
of a generalized laplacian)
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3-connected planar graphs have nice properties

Def

G is 3-connected if and only if you need to remove at lea8tvertices to

disconnect it.

Thm (Steinitz, 1916)

| 3-connected planar graphs
correspond to skeletons of
convex polyhedra (inR3).

Thm (Menger)

If G is k-connected, then for each paif
u; vthere existk disjoint path from u to v

Thm (Whitney, 1933)

3-connected planar graphs admit a uniqu
planar embedding (up to homeomorphisr
and inversion of the sphere).
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Fundamental tool for graph drawing:
Tutte barycentric method

Thm (Tutte barycentric method)
Every 3-connected planar graptG admits a barycentric representation in RZ.

:(Ve) ! RZis barycentric i for each Ciowg =1
W” (Vj) and wij > 0

inner nodev;, (Vi) is the barycenter of (Vi) - X

the images of its neighbors j2N (i)

original Tutte's method: w; = lei)




Fundamental tool for graph drawing:

Tutte barycentric method
Thm (Tutte barycentric method)

Every 3-connected planar graptG admits a barycentric representation in RZ.

:(Vg) ! RZis barycentric i for each
inner nodev;, (Vi) is the barycenter of (Vi) - X
the images of its neighbors i2N(i)

Ciwg =1
Wij; (Vj) andw; >0

original Tutte's method: w; = lei)
N (Va) = fv1; Vo, Va; V50

N (vs) = fVva; Va5 Vag Get a straight line drawing
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Schnyder woods: applications

Graph drawing Graph encoding and mesh compression

/ Succinct encoding (Chuang-Garg-He-Kao-Lu Icalp '98)

/ ‘ (Barbay-Castelli Aleardi-He-Munro Isaac'07)
(Chiang et al. Soda'01) (Nakano et al. '08)
pdi ™
/4/ ’ \l \ \ \\
2225’ M

S(([[[[)(](](]f[[)f)(glf)(g]f (LD () g](]f)f)(gg f)(gg9dl))

Enumeration and random generation of maps
genusg triangulations
(C-A, Fusy, Lewiner, SoCGO08)
V \"\

(Poulalhon-Schae er, Icalp 03)




Nullspace embedding R°

Theorem (Lovasz Schrijver '99)

Given a 3-connected planar graphG, the eigenvectors
o, 3; 4 of a CdV matrix de nes a convex polyhedron
containing the origin..

0

CdV matrix :
generalized laplacian with co-rank 3 I utte laplacian

1 1 1 1 1 1
1

1
1
1
3

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1




Motivations et applications

surfaces discetres akatoires: physique statistique




Dessin de graphes




Domaines d'applications

, Compression de graphes S

et maillages

 Remalllage de surface




Objectifs (aussi de cette sance)
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Dessins de graphes
validie de la nethode de Tutte




Locale planarie de

Thm barycentrique

Soit G 3-connexe a n sommets, etF un cycle tel queG nF
reste connexe. Soit (F) = P, P polygone convexe. Alors la
repesentation barycentrique ¢ nit un dessin planaire de G,
tel que les triangles ne se superposent pas.

(V2) P2

(Va) .' (V) P3
° (Vo) * (v ‘
. i p4

w Ve w N

‘o)

repesentation barycentrique dg dessin planaire d&



Locale planarie de

Thm barycentrique

Soit G 3-connexe a n sommets, etF un cycle tel queG nF
reste connexe. Soit (F) = P, P polygone convexe. Alors la
repesentation barycentrique ¢ nit un dessin planaire de G,
tel que les triangles ne se superposent pas.

(v2)

(V3) ) 03

(Vs) (v2) Ps

(Ve)

(V) (V) dessin planaire d&
dessin non planaire d& (V) =2




Locale planarie de

Lemme 1 (V) _ (V)

(V2)

(V3) (V)
l 8)

(v7)

(Vs)
(Ve)




Locale planarie de

I:’v (V) PV (V)= f

"y (V=" (W+° (v)=2 jVnFj+(jFj " (V)= f

v2VnF v2 F

somme sur les sommets internes et externes somme des angles sur les tr
angles (3 angles par triangle




Locale planarie de
(v)= (v)

v (V) "y (V) =2

n (e+jF))+f=(VnFj+]F) (e+jF))+(t+1) K
3t=2e+ jF]j

Conclusion

F)v (V):=2 jVnFj+(jF] 2)

F)V (V):Pv (V)

Lemme 1 2 = (V) (V) (V) - (V) =2




matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graph

Lemme 3.18
Soit Q la matrice laplacienne d'un graph&a n sommets. Alors
le nombre d'arbres couvrants d& est:

(G) = det(Q|[i]) pouri n




matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graph

Clam 1
Pour toute aretee de G on a:

(G)= (G=g+ (Gng)

icke de la preuve

e tout arbre couvrant d& ne contenant pas est aussi un arbre couvrant de
Gneilyena (Gne)

e il y a une correspondance bijective entre les arbres couvrafisedeles
arbres couvrants dé=e




matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graph

Claim 2
Consicerons une aretee = (u;Vv) et la matrice E ci-dessous:

V3 QG

3 1 1 1
12 1 O
1 13 1
1 0 12

e Oona: Qgfu]l=Qgret E




matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graph
Claim 2

observons que:

Qarell; V] = Q[u; V] 3 1 1 1
12 1 0
1 13 1
1 0

12
detQ[u] = detQgne[u] + detQgne[U; V]

e=(Vs;Va)

Qcnel V3] QanelV3; V4

IR
"
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matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graph
Claim 4

11 1
2 1 0| Qg
13 1
0

1 2




matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graph
Fin: on utilise l'induction {

11 1
2 1 0| Qg
13 1
0

1 2

V4 V3 Vy
G=e
G — >
ViooW2 Vi V2

dEtQ[u] = detQGne[u] + detQGne[U; V]

\

detQu] = detQgnelu] + detQe=dv]  — (G) = detQ[u]

(Gne) (G=¢

]




Resultats majeurs de la treorie des graphes (planai

Thm (Fry, 1947)

Tout graphe planaire (sans bouvle ni arete multiple) peut s
dessiner dans le plan par des segments de droites (sans croi
ments).

dessin non planaire de&s . _
un dessin planaire des




Resultats majeurs de la treorie des graphes (planai

Thm (Steinitz, 1916)

Un graphe est planaire eB-connexe si et seulement si correspon
au 1-squelette d'un3-polytope (polyedre convexe eiR®).

B

Comment choisir la bonne projection?




Resultats majeurs de la treorie des graphes (planai

Thm (Whitney, 1933)

Un graphe planaire 3 connexe admet un unique plongemer
planairea homeorphisme et inversion de la splere pes.

=¥




Resultats majeurs de la treorie des graphes (planai

Theoeme de Kuratowski

Thm
Un grapheG est planaire si et seulement si ne contient pa§s3
ni Ks comme mineurs.

S




Cartes topologiques

Un grapheG = (V; E) est une paire constituee de:

V. V=1f(u,v)ju2V;v2 Vgappeksaretes

(3 (o




Plongements cellulaires edrtes topologiques

un dessin planaireest un plongement cellulaire GedansR?, qui satisfait les
conditions suivantes:

(i) les sommets du graphe sont repisenes par des points ;

(i) les aretes sont repisentes par des arcs de courbes ne se coupant qu'a
mets ;

(ii) les faces sont simplement connexes.

SO0 G




deux dessins planaires de la meme carte

carte (topologique): plongement cellulai®meomorphisme pes (class
cequivalence)




Cartes combinatoires (planaire et non)

unecarte combinatoireest un triplet de permutations sur I'ensemHlales brins
(les 2y demi-aretes):

(i) involution sans point xe;
(i) = Id;

(iii) le groupe engende par, et agit transitivement suH .

/ { =(1;2;3;4)(17,23,18,22)(5; 10, 8; 12)(21; 19, 24, 15): ::

06 ¥ = (2:18)(4: 7)(12: 13)(9: 15)(14 16)(10 23):
14 4y, - ,

\.




Cartes combinatoires (planaire et non)

=(1;2;3;4)(17,23,18,22)(5;10; 8; 12)(21; 19, 24, 15): ::
=(2;18)(4;7)(12;,13)(9; 15)(14 16)(10,23): ::




Cartes combinatoires (planaire et non)

=(1;2;3;4)(17,23,18,22)(5;10; 8; 12)(21; 19, 24, 15): ::
=(2;18)(4;7)(12;,13)(9; 15)(14 16)(10,23): ::

H=[1,27]

| e = (1,22)(2,5)(3, 11)(4, 12)(6, 21)(7, 16)
(8,9)(10, 15)(13, 18)(14, 19)(17, 20)

o= (1)(2,6,22)(3,12,5)(4,13,19,15,11)
(7,17,21)(8, 10, 16)(9) (14, 20, 18)

T=ac=(1,2,3,...,22)




La formule d'Euler et ses consequences

Theoeme de Kuratowski

Thm
Un grapheG est planaire si et seulement si ne contient pa§s3
ni Ks comme mineurs.

S




Formule d'Euler

n 1 aretes

o-————;- ——————————
/ 1 aretesi f sommets

e=(n 1)+(f 1)/f

n e+f =2
polyedren sommets f faces
carte planaire arbre couvran:E I patror

arbre couvrant du dua



Consquences de la formule d'Euler
Nombre lireaire d'aretes et faces+ 2n 4

e 6

preuve (par double comptage)

on montre d'abord: 3f O




Consquences de la formule d'Euler

e 3n 6 pour tout graphe planaire

e<2n 4 pas de cycle de longueur 3

preuve (toujours par double comptage)

« pas de cycle de longueur 3: dedf;) 4

o double comptage des aretes4f 2e

J—>f<2n4

n e+f =2




La formule d'Euler et ses consequences

Thm (Kuratowski, une implication)
Un grapheG est planaire si et seulement si ne contient pd§s.3

ni Ks comme mineurs.

Ry

K 3.3 biparti:
pas de cycle de longueur 3

e 2n 4=8<9




Une autre caracerisation des graphes planaii

Theoeme de Koebe
Thm

Tout graphe planaire a n sommets est isomorphe au graph
d'intersection de n disques dans le plan.

Repesentation de Koebe d'un graphe planaire Replesentation de Polyedres




Theorie algebriques des graphes: quelgues notions

Proprees spectrales
matrice d'adjacence de

v; adjacenty;

Actij 1 <f ;

autrement




Theorie algebriques des graphes: quelgues notions

Proprees spectrales
matrice d'incidence dé

v; adjacenta l'arete e

ik =] ;

autrement




Theorie algebriques des graphes: quelgues notions
Proprees spectrales

matrice laplacienne de
deqv;) sii =]

Ag[i; j ] autrement

Qqali; k] =




matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graph

matrice laplacienne de: on compte les aretes multiples
: dedv; sii=j
Qalik]=f 9
] areteg dev;a v, autrement

ligne iy, ligneis,,

Qglis;i2; ] = Qgn r colonneiy, colonneis,




matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graph

Lemme 3.18
Soit Q la matrice laplacienne d'un graph&a n sommets. Alors
le nombre d'arbres couvrants d& est:

(G) = det(Q|[i]) pouri n




Encore sur la matrice laplacienne
comment dessiner &f




Proprees spectrales de la matrice laplacienne

matrice laplacienne de
. dedVvi sii =]
Qolik]=f 4™

AG[i; j ] autrement




Proprees spectrales de la matrice laplacienne

Qg est synetriqueeta valeurs eell%s
Vi.::V, Sont orthogonaux

est un vecteur propre, avec valeur propre0

m(0) = nombre de composantes connexesS de
multiplicie de la valeur propre 0O

|

si G est connexe alors Qe =
1, = est le seul vecteur propre avec valeur propre




Proprees spectrales de la matrice laplacienne

Lemme
Soit Q la matrice laplacienne d'un graphé&s. Alors:

ﬂxl s Xn} X1

. — F’i<j kXi Xjk2

P

i<j Wij kXi Xj k2

y; k?

P

< Wi Kyi Yk




Dessiner un graphe = minimiser uneerergie
erergie d'une representation

EC):="gypek (v)  (v)k?

Probeme - > Probkeme

calculer une "bonne" representation trouver la repesentation qui min-
de G dansR® imiseE( )

avec des contraintes
Vi




Dessiner un graphe = minimiser uneerergie
erergie d'une representation

E():="Geek (vi)  (v)K
Probeme

Trouver la repesentation qui minimiseE ( ) avec des contraintes

Solution: une icee possible

Utiliser les valeurs et vecteurs propres de la matrice laplacignne

B Jce.viewer. MeshViewer =19

&




Dessiner un graphe = minimiser uneerergie

[pd+L [i] )

(vi) = (xisyisz) == (P s ) - in RS




Dessiner un graphe = minimiser uneerergie

miny E(X) := XxQg X

constraint:xT x =1
Xm = iXi=0 «+—x" 1. =0

energy of a representation

EC):="grek (W)  (v)K?




Validie de la nethode

Solution
Utiliser les valeurs et vecteurs propres de la matrice lapladgignne

Probeme de minimisation par contraintes

t miny E(x) := " (jyee ki xjk?

contrainte:V ar(x) = 1 a Var(x):= 17 kx  xyk?

n
poureviter que tous sommets collapsent vers le meme point






















































































































