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Graph planarity characterizations: from Schnyder
woods to the Colin de Verdi�ere invariant

Kuratowski theorem (excluded minors)

� G contains neitherK 5 nor K 3;3 as minors
Schnyder woods (via dimension
of partial orders)

� dim(G) � 3

Colin de Verdiere invariant (multiplicity of � 2 eigenvalue
of a generalized laplacian)

� � (G) � 3

Every planar graph withn vertices is isomorphic
to the intersection graph ofn disks in the plane.

Thm (Koebe-Andreev-Thurston)
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3-connected planar graphs have nice properties

3-connected planar graphs
correspond to skeletons of
convex polyhedra (inR3).

Thm (Steinitz, 1916)
3-connected planar graphs admit a unique
planar embedding (up to homeomorphism
and inversion of the sphere).

Thm (Whitney, 1933)

If G is k-connected, then for each pair
u; vthere existk disjoint path from u to v

Thm (Menger)

G is 3-connected if and only if you need to remove at least3 vertices to
disconnect it.

Def



Fundamental tool for graph drawing:
Tutte barycentric method

� : (VG) �! R2 is barycentric i� for each
inner nodevi , � (vi ) is the barycenter of

the images of its neighbors

v1

v4

v5

v2

v3

� (vi ) =
X

j 2N (i )
wij � (vj )

(
P

j wij = 1
and wij > 0

original Tutte's method: wij = 1
deg(vi )

Thm (Tutte barycentric method)

Every 3-connected planar graphG admits a barycentric representation� in R2.



Fundamental tool for graph drawing:
Tutte barycentric method

� : (VG) �! R2 is barycentric i� for each
inner nodevi , � (vi ) is the barycenter of

the images of its neighbors

v1

v4

v5

v2

v3

� (vi ) =
X

j 2N (i )
wij � (vj )

(
P

j wij = 1
and wij > 0

N (v4) = f v1; v2; v3; v5g

original Tutte's method: wij = 1
deg(vi )
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Thm (Tutte barycentric method)

Every 3-connected planar graphG admits a barycentric representation� in R2.

N (v5) = f v2; v3; v4g Get a straight line drawing

M � x = ax
M � y = ayf
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Schnyder woods: applications
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Succinct encoding (Chuang-Garg-He-Kao-Lu Icalp '98)
(Barbay-Castelli Aleardi-He-Munro Isaac'07)

(Nakano et al. '08)(Chiang et al. Soda'01)

Enumeration and random generation of maps

Graph drawing Graph encoding and mesh compression



Nullspace embedding inR3
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Theorem (Lovasz Schrijver '99)
Given a 3-connected planar graphG, the eigenvectors
� 2; � 3; � 4 of a CdV matrix de�nes a convex polyhedron
containing the origin..

CdV matrix Tutte laplaciangeneralized laplacian with co-rank 3

� 1 = � 4; � 2 = � 3 = � 4 = 0
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Motivations et applications

surfaces discr�etres al�eatoires: physique statistique



Dessin de graphes



Domaines d'applications

Remaillage de surface

Compression de graphes
et maillages



Objectifs (aussi de cette s�eance)



validit�e de la m�ethode de Tutte
Dessins de graphes



Soit G 3-connexe �a n sommets, etF un cycle tel queG n F
reste connexe. Soit� (F ) = P, P polygone convexe. Alors la
repr�esentation barycentrique� d�e�nit un dessin planaire de G,
tel que les triangles ne se superposent pas.

Thm barycentrique
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Soit G 3-connexe �a n sommets, etF un cycle tel queG n F
reste connexe. Soit� (F ) = P, P polygone convexe. Alors la
repr�esentation barycentrique� d�e�nit un dessin planaire de G,
tel que les triangles ne se superposent pas.

Thm barycentrique

Locale planarit�e de�

� (v) � � (v)
� (v) = 2�

� (v) = � (v) dessin planaire deG
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Lemme 1

Locale planarit�e de�

� (v) � 2� = � (v)
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Lemme 2
Locale planarit�e de�
P

v � (v) � P
v � (v) = �f

�
i j

k

� + 
 + � = �
�
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�

�

�

� + � + 
 + � + : : : = ( jF j � 2)�

P
v � (v) = P � (v) + P � (v) = 2� jV n F j + ( jF j � 2)� � P

v � (v) = �f
v 2 V n F v 2 F

somme sur les sommets internes et externes somme des angles sur les tri-
angles (3 angles par triangle)



Conclusion
Locale planarit�e de�

� (v) = � (v)

P
v � (v) � P

v � (v) = 2�

n � (e+ jF j) + f = ( jV n F j + jF j) � (e+ jF j) + ( t + 1)

3t = 2e+ jF j
g

P
v � (v) = P

v � (v) g2� = � (v) � � (v)
� (v) = � (v) = 2�

P
v � (v) := 2 � jV n F j + ( jF j � 2)� = �f

Lemme 1

Lemme 2



matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graphe

v4

v5

v1

G
5 � 3 � 2

4 � 1� 3
� 2 3� 1

QG 4 � 1
3� 1QG[1] =

Soit Q la matrice laplacienne d'un grapheG �a n sommets. Alors
le nombre d'arbres couvrants deG est:

� (G) = det(Q[i ]) pour i � n

Lemme 3.18

= 11

� � �



matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graphe

Pour toute aretee de G on a:

� (G) = � (G=e) + � (G n e)

Claim 1

tout arbre couvrant deG ne contenant pase est aussi un arbre couvrant de
G n e: il y en a� (G n e)

id�ee de la preuve

il y a une correspondance bijective entre les arbres couvrants deG est les
arbres couvrants deG=e

� (G) = � (G=e) + � (G n e)



matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graphe

Consid�erons une aretee = ( u; v) et la matrice E ci-dessous:
Claim 2

0

1E
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0
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v
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QG[u] = QGne + Eon a:
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matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graphe

Claim 2

detQ[u] = detQGne[u] + detQGne[u; v]

QGne[u; v] = Q[u; v]
observons que:

G
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QG[v3]
3

0
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2 � 1
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0
2 0
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QGne[v3]
3

0
� 1 � 1 � 1

� 1
� 1
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2 � 1
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0
2 0
0 1

QGne[v3; v4]



matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graphe
Claim 4

G

3
0

v1 v2

v3v4

� 1 � 1 � 1
� 1
� 1
� 1

2 � 1
� 1

0
3 � 1
� 1 2

QG

3
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0
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QG[v3; v4]

G=e

v1 v2

v4

3 � 1 � 2
� 1
� 2

2 � 1
� 1 3

QG=e[v4]

QG=e[v] = Q[u; v]



matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graphe
Fin: on utilise l'induction

G

3
0

v1 v2

v3v4

� 1 � 1 � 1
� 1
� 1
� 1

2 � 1
� 1

0
3 � 1
� 1 2

QG

G=e

v1 v2

v4

detQ[u] = detQGne[u] + detQGne[u; v]

detQ[u] = detQGne[u] + detQG=e[v]

� (G n e) � (G=e)

� (G) = detQ[u]



R�esultats majeurs de la th�eorie des graphes (planaires)

Tout graphe planaire (sans bouvle ni arete multiple) peut se
dessiner dans le plan par des segments de droites (sans croise-
ments).

Thm (F�ary, 1947)
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dessin non planaire deG
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v3

un dessin planaire deG

v2
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R�esultats majeurs de la th�eorie des graphes (planaires)

Un graphe est planaire et3-connexe si et seulement si correspond
au 1-squelette d'un3-polytope (poly�edre convexe enR3).

Thm (Steinitz, 1916)

Comment choisir la bonne projection?



R�esultats majeurs de la th�eorie des graphes (planaires)

Un graphe planaire 3 connexe admet un unique plongement
planaire �a homeorphisme et inversion de la sph�ere pr�es.

Thm (Whitney, 1933)



Th�eor�eme de Kuratowski

Un grapheG est planaire si et seulement si ne contient pasK 3;3

ni K 5 comme mineurs.

Thm

R�esultats majeurs de la th�eorie des graphes (planaires)



Cartes topologiques

Un grapheG = ( V; E) est une paire constituee de:

� un ensemble desommetsV = ( v1; : : : ; vn)

� une familleE = ( e1; : : : ; em) d'elements du produit cartesien
V � V = f (u; v) j u 2 V; v 2 Vg appel�esaretes.



Plongements cellulaires etcartes topologiques

un dessin planaireest un plongement cellulaire deG dansR2, qui satisfait les
conditions suivantes:

(i) les sommets du graphe sont repr�sent�es par des points ;

(ii) les aretes sont repr�sent�ees par des arcs de courbes ne se coupant qu'aux som-
mets ;

(iii) les faces sont simplement connexes.



deux dessins planaires de la meme carte

carte (topologique): plongement cellulaire�hom�eomorphisme pr�es (classe
d�equivalence)



Cartes combinatoires (planaire et non)
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� = (1 ; 2; 3; 4)(17; 23; 18; 22)(5; 10; 8; 12)(21; 19; 24; 15): : :
� = (2 ; 18)(4; 7)(12; 13)(9; 15)(14; 16)(10; 23): : :

unecarte combinatoireest un triplet de permutations sur l'ensembleH des brins
(les 2n demi-aretes):

(i) � involution sans point �xe;

(ii) ��� = Id;

(iii) le groupe engendr�e par� , � et � agit transitivement surH .



Cartes combinatoires (planaire et non)
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Cartes combinatoires (planaire et non)
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La formule d'Euler et ses cons�equences

Th�eor�eme de Kuratowski

Un grapheG est planaire si et seulement si ne contient pasK 3;3

ni K 5 comme mineurs.

Thm



carte planaire

polyedre,n sommets

arbre couvrant patron
n � 1 aretes

n � e+ f = 2

arbre couvrant du dual

f � 1 aretes
e = ( n � 1) + (f � 1)

f faces

f sommets

carte planaire

polyedre,n sommets

arbre couvrant patron
n � 1 aretes

Formule d'Euler

n � e+ f = 2

arbre couvrant du dual

f � 1 aretes
e = ( n � 1) + (f � 1)

f faces

f sommets



Nombre lin�eaire d'aretes et faces
Cons�equences de la formule d'Euler

e � 3n � 6

f � 2n � 4

preuve (par double comptage)

on montre d'abord: 2e � 3f � 0



pour tout graphe planaire

Cons�equences de la formule d'Euler

preuve (toujours par double comptage)

pas de cycle de longueur 3e < 2n � 4

deg(f i ) � 4pas de cycle de longueur 3:

4f � 2edouble comptage des aretes:

n � e+ f = 2

f

f < 2n � 4

Lemme

e � 3n � 6



La formule d'Euler et ses cons�equences

(Kuratowski, une implication)
Un grapheG est planaire si et seulement si ne contient pasK 3;3

ni K 5 comme mineurs.

Thm

e � 2n � 4 = 8 < 9

pas de cycle de longueur 3
K 3;3 biparti:

e � 3n � 6 = 9

maise(K 5) =
� 5
2

�

= 10



Une autre caract�erisation des graphes planaires

Th�eor�eme de Koebe

Tout graphe planaire �a n sommets est isomorphe au graphe
d'intersection de n disques dans le plan.

Thm

Repr�esentation de Koebe d'un graphe planaire Repr�esentation de Poly�edres



Propri�et�es spectrales
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Th�eorie alg�ebriques des graphes: quelques notions

matrice d'adjacence deG

AG[i; j ] =f 0

1 vi adjacent vj

autrement



Propri�et�es spectrales

1

DG =

v1

v4

v5

v2

v3

0

Th�eorie alg�ebriques des graphes: quelques notions

matrice d'incidence deG

DG[i; k ] = f 0

1 vi adjacent �a l'arete ek

autrement

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 e9

e1

e2

e3 e4

e5

1 10 0 0 0 0

e6

11 1 1 0 0 00 0
: : : : : :

: : :

v1

v2



Propri�et�es spectrales

v1

v4

v5

v2

v3

Th�eorie alg�ebriques des graphes: quelques notions

matrice laplacienne deG

QG[i; k ] = f � AG[i; j ]

deg(vi ) si i = j

autrement

3 � 1 � 1 � 1 0

� 1

� 1

� 1
0

� 1 � 1 � 14

� 1 4 � 1 � 1

� 1 4 � 1� 1
� 1 � 1 3� 1

QG =



matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graphe

v4

v5

v1

G
5 � 3 � 2

4 � 1� 3
� 2 3� 1

QG

4 � 1
3� 1QG[1] =

QG[i; k ] = f �j aretesj devi �a vj

deg(vi ) si i = j

autrement

matrice laplacienne deG: on compte les aretes multiples

QG[i1; i2; :::] = QGn
ligne i1, ligne i2, � � �

colonnei1, colonnei2, � � �f



matrice laplacienne et arbres couvrants d'un graphe

v4

v5

v1

G
5 � 3 � 2

4 � 1� 3
� 2 3� 1

QG 4 � 1
3� 1QG[1] =

Soit Q la matrice laplacienne d'un grapheG �a n sommets. Alors
le nombre d'arbres couvrants deG est:

� (G) = det(Q[i ]) pour i � n

Lemme 3.18

= 11

� � �



Encore sur la matrice laplacienne
comment dessiner enRd



v1

v4

v5

v2

v3

matrice laplacienne deG

QG[i; k ] = f � AG[i; j ]

deg(vi ) si i = j

autrement

3 � 1 � 1 � 1 0

� 1

� 1

� 1
0

� 1 � 1 � 14

� 1 4 � 1 � 1

� 1 4 � 1� 1
� 1 � 1 3� 1

QG =

Propri�et�es spectrales de la matrice laplacienne



v1

v4

v5

v2

v3

3 � 1 � 1 � 1 0

� 1

� 1

� 1
0

� 1 � 1 � 14

� 1 4 � 1 � 1

� 1 4 � 1� 1
� 1 � 1 3� 1

QG =

Propri�et�es spectrales de la matrice laplacienne

QG est sym�etriqueet �a valeurs r�eelles
� 1; � 2; : : : ; � n sont r�eels

v1 : : : vn sont orthogonauxf
est un vecteur propre, avec valeur propre� = 0

1

1

: : :

1

m(0) = nombre de composantes connexes deG
multiplicit�e de la valeur propre 0

si G est connexe alors

1n =

1n = est le seul vecteur propre avec valeur propre 0



Soit Q la matrice laplacienne d'un grapheG. Alors:
Lemme

Propri�et�es spectrales de la matrice laplacienne

xn

x1

: : :QG

xnx1 : : :

= P
i<j kx i � x j k2

P
i<j wij kx i � x j k2

yn

y1

: : :QG

yny1 : : :

= P
i<j ki � yj k2

P
i<j wij kyi � yj k2



Dessiner un graphe = minimiser une �en�ergie

E(� ) := P
(ij )2E k� (vi ) � � (vj )k2

�en�ergie d'une repr�esentation

Probl�eme Probl�eme

calculer une "bonne" repr�esentation
deG dansRd

trouver la repr�esentation� qui min-
imiseE(� )
avec des contraintes

v1

v4

v5

v2

v3

v2

v1

v3



Dessiner un graphe = minimiser une �en�ergie

E(� ) := P
(ij )2E k� (vi ) � � (vj )k2

�en�ergie d'une repr�esentation

Probl�eme
Trouver la repr�esentation� qui minimiseE(� ) avec des contraintes

Solution: une id�ee possible
Utiliser les valeurs et vecteurs propres de la matrice laplacienneQG

vi

vi

v2

v1

v3



Dessiner un graphe = minimiser une �en�ergie

v1

v4

v5

v2

v3

3 � 1 � 1 � 1 0
� 1
� 1
� 1
0

� 1 � 1� 14
� 1 4 � 1� 1
� 1 4 � 1� 1
� 1 � 1 3� 1

QG =
vi

vi

v2

v1

v3

� (vi ) := ( � 2[i ]p
� 2

; � 3[i ]p
� 3

; : : : ; � d+1 [i ]p
� d+1

)

� (vi ) := ( x i ; yi ; zi ) := ( � 2[i ]p
� 2

; � 3[i ]p
� 3

; � 4[i ]p
� 4

) in R3

in Rd



v2

v1

v3

min x E(x) := x QG x

constraint:xT � x = 1f
xM = P

i x i = 0 xT � 1n = 0

E(� ) := P
(ij )2E k� (vi ) � � (vj )k2

energy of a representation

Dessiner un graphe = minimiser une �en�ergie



Validit�e de la m�ethode
Solution
Utiliser les valeurs et vecteurs propres de la matrice laplacienneQG

Probl�eme de minimisation par contraintes

min x E(x) := P
(ij )2E kx i � x j k2

contrainte:V ar(x) = 1f o�u V ar(x) := 1
n

P
i kx i � xM k2

pour �eviter que tous sommets collapsent vers le meme point














































































