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Graph separators: motivation




Graph planarity characterizations

Kuratowski theorem (excluded minors)

Schnyder woods (via dimension
of partial orders) e G contains neither Ks nor K3 3 as minors

o dim(G) <3
Pz
Thm (Koebe-Andreev-Thurston) M
Every planar graph with n vertices is isomorphic to

the intersection graph of n disks in the plane.

M
121 -1 -1 éx gy éz
-1-1-1-1] =»|-1| |-1 —1
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Colin de Verdiere invariant (multiplicity of A, eigen-
value of a generahzed laplacian)
) <3




Recursive decomposition of points: convex hull

Thm
Computing the convex hull of n points requires O(nlogn).

Un algorithme division fusion

Images produites par Olivier Devillers
(=}




Recursive decomposition of point clouds: Kd-Trees




Planar point location: geographic localisation
== MS flight simulator Maillage de L. Rineau, M. Yvinec

Thm (Kirkpatrick, "83)
en temps O(logn), espace O(n)




Planar point location: geographic localisation
MS ﬂight simulator Maillage de L. Rineau, M. Yvinec

Thm (Kirkpatrick, "83)
en temps O(logn), espace O(n)

decomposition recursive
avec petit separateurs

41.; G
)
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Mesh segmentation partitioning

(image de Ariel Shamir)



Graph separators




Separateurs et thm de Menger

Def
G is 3-connected if and only if you need to remove at least 3 vertices to disconnect

it.

Thm (Menger)

If G is k-connected, then for each pair
u, vthere exist k disjoint path from u to v




Séparateurs géomeétriques




Une caractérisation des graphes planaires

Thm (Koebe dans le plan)

Tout graphe planaire 4@ n sommets est isomorphe au graphe
d’intersection de n disques dans le plan.

Représentation de Koebe d"un graphe planaire




Une autre version

Thm (Koebe sur la sphere)

Tout graphe planaire 4 n sommets est isomorphe au graphe
d’intersection de n calottes circulaires sur la sphere (leurs intérieur
étant disjoints).

. B



Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

Thm (Spielman et Teng)

Tout graphe planaire a n sommets admet un 3-séparateur de taille
au plus 2+/n.




Spherical geometry and projections




Examples of spherical projections

Cylindrical projections: straight lines are loxodromes

ow
parallel through P

true scale on equato

central meridian X==R
central rneiridian through P

meridian




Examples of spherical projections

Gnonomic projection: straight lines are are of great circles (geodesic
arcs)




Steoreographic projection: definition
Def:
project points of S* onto the plane z = 0, from north pole (0,0,1)
2x/x
* stereographic projection I1 : R*— §° vy = ( 2/ X/ )
1-2/x
x=x2+y*+1

__Ple0)

M 1(x,y,z) = (

N




Steoreographic projection preserves circles

Def: applications conformes
Ces sont les applications @ qui préservent les angles

o La projection stéreographique T1 : R*> — S* (et
son inverse) est conforme
. autres exemples: translations, rotations, dilatations




Steoreographic projection preserves circles

Lemma

Let C be a circle on S* defined by the intersection with a plane
V={yeRaly=0b}
Then the (pre)image I171(C) is a circle in R?




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques
Stratégie de preuve

o On part d'un disk packing {D,, ..., D,_1} C R? pour le graphe G
(Koebe thm)

o Ultiliser une application conforme ® : R?— S telle que
o P {DO/---/Dn—l}_> {CO,...,Cn_l}
o l'origine est un center point de {®(po), ..., P(pu-1)}

o Choisir un plan aléatoire passant par l'origine: cela conduit au séparateur
souhaité




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques
Lemmal (existence de I’application conforme P)

1 existe une application conforme ® : R*>— S? telle que
o P {Do,...,Dn_l}—> {C(),...,Cn_1}
o l'origine est un center point de {®(po), ..., P(pu-1)}




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

(Def) Center Points

Pour tout ensemble S = {p1,...,p,} C R%, un point x est un center point de
S si tout hyperplan passant par x sépare S en deux parties de taille au moins 5.
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Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

Center Point Theorem
Tout ensemble fini S = {p1,..., pn} C R? possede au moins un center point.




Convex geometry: fundamentals results

Radon Theorem, Helly Theorem, Center Point Theorem




Ham sandwich theorem
Theorem

Toute famille finie de d ensembles en R? peut etre bisectée simlu-
tanéement par un hyperplan.




Combinaisons affines et convexes: rappel

af f(S)={Y" api | Ljai =1} combinaison affine

convex(S) = {Z?:l a;ipf | a; >0, Y0, =1}

combinaison convexe

/u>0,v<0,;N

u =/0




Thm de Radon

Theorem de Radon (1921)

Etant donné S = {p1,...,pn} C R, ot n > d+ 1, il existe une
partition Sy, S, de S, telle gue conv(S1) N conv(Sy) # .




Thm de Radon
Theorem de Radon (1921)

Etant donné S = {p1,...,pn} C R4 oitm > d+ 1, il existe une
partition Sy, S, de S, telle gue conv(S1) N conv(Sy) # .

d+1 d—+1
Pd+2 = Zr.rg-;u;;_. oil Zm =1
i—1 i—=1

1l existe done d + 2 coefficients a,...a4.0 (qui ne sont pas tous nuls), satisfaisant les d + 1
équations suivantes :

. “.i__ L (p7 étant la coordonnée x de p;)
a; =10 et

ki

—p;, ol on définit A = o
A

icP

., avec cette fois 4 = — X




Thm de Helly
Thm de Helly (1913)

Soit {S1,...,S,} une famille finie de convexes de R? (avec n > d +1). Si
l'intersection de toute sous-famille de taille d + 1 est non vide alors on a aussi

ﬂ?zl SZ # @

e

51




Thm de Helly
Thm de Helly (1913)

Soit {S1,...,S,} une famille finie de convexes de R? (avec n > d +1). Si
l'intersection de toute sous-famille de taille d + 1 est non vide alors on a aussi

ﬂ?:l Si# O

preuve (induction sur n)

. giZ:S\Si:{S{, é,} ‘81| =n—1 ﬂjS](#@

24

vV

& = {S2, 53,54} & ={S2,53,54} Es = {51,52,54}

e




Thm de Helly
Thm de Helly (1913)

Soit {S1,...,S,} une famille finie de convexes de R? (avec n > d +1). Si
l'intersection de toute sous-famille de taille d + 1 est non vide alors on a aussi

N1 Si # @
preuve (induction sur 1) (cas de base de l'induction: n = d + 1)
. giZ:S\Si:{S{, é,} ‘81| =n—1 ﬂjS](#@
. P = P1 U P2 (Radon)
g € (conv(Py) Nconv(P,))

% e

p2

vV

51 & = {S2, 53,54} & ={S2,53,54} Es = {51,52,54}



Thm de Carathéodory
Thm de Carathéodory (1911)

Etant donné un ensemble S = {p1,..., p.} de points de R%, tout point q €
conv(S) peut s’exprimer comme combinaison convexe d’au plus d + 1 points de

S.




Thm de Carathéodory
Thm de Carathéodory (1911)
Etant donné un ensemble S = {p1,..., p.} de points de R%, tout point q €
conv(S) peut s’exprimer comme combinaison convexe d’au plus d + 1 points de

S.
preuve(par absurde r > d 4 1)

r minimal tel que
g=Y,  aip|, ot i =1leta; > 0.5 =11, P} CS

r>d+1
Z?legipilzolet Zi,Bi:O




Thm de Carathéodory
Thm de Carathéodory (1911)
Etant donné un ensemble S = {p1,..., p.} de points de R%, tout point q €
conv(S) peut s’exprimer comme combinaison convexe d’au plus d + 1 points de

S.
preuve(par absurde r > d +1) 7 minimal tel que

S'={pl,....p} C S

supposons 3, > 0

5 < %, pour tous lgs i < t tels que B; > 0

Vi = i — P




Thm de Carathéodory
Thm de Carathéodory (1911)
Etant donné un ensemble S = {p1,..., p.} de points de R%, tout point q €
conv(S) peut s’exprimer comme combinaison convexe d’au plus d + 1 points de

S.
preuve(par absurde r > d +1) 7 minimal tel que

=P/ Pry CS

supposons B >0

g: < Z 5., pour tous leqi < r|tels que B; > 0

q=Yiqap] = Tiqaip) — (S Bipl) = Limi (i — §Bi)pi = Limi 1ip]

Vi = & — ,Bz

g combinaison convexe de r — 1 points avec les nou-
veaux coefficients ;

absurde (minimalité de r)




Thm de Carathéodory
Thm de Carathéodory (1911)
Etant donné un ensemble S = {p1,..., p.} de points de R%, tout point q €
conv(S) peut s’exprimer comme combinaison convexe d’au plus d + 1 points de

S.
preuve(par absurde r > d +1) 7 minimal tel que

= {pl,...,pl} C S

Vi = i — P

les y; sont tous non négatifs et forment une partition de 1'unité

. Yi > i >0 siB; <0
Yi=oi—gPi = ai—gpi=0 sipi>0

= Y& — 2?:1 bi =




Center Points



Center points

Center Points (def)

Pour tout ensemble S = {p1,...,p,} C R%, un point x est un center point de
S si tout hyperplan passant par x sépare S en deux parties de taille au moins 5.




Center points

Center Point Theorem (Rado 1947, Danzer et al. 1963)
Tout ensemble fini S = {p1,..., pn} C R? possede au moins un center point.




Center points: preuve d’existence

(stratégie)
Cherchons un center point dans l'intersection de tout les demi-espaces ouverts t.q.
|IHN S| > %n

e un nombre infini de demi-espaces H,

H:={H||HNS| > ;%n} = {H;}, famille infinie de demi-espaces




Center points: preuve d’existence

(stratégie)
Cherchons un center point dans l'intersection de tout les demi-espaces ouverts t.q.
|IHN S| > %n

e un nombre infini de demi-espaces H
un nombre fini de convexes conv(H N S)

H:={H||HNS| > ;%n} = {H;}, famille infinie de demi-espaces

C:={C|C:=conv(HNS), H € H} = {Ci}i<n, famille finie de convexes

C;:=conv(SNH)




Center points: preuve d’existence

Cherchons un center point dans l'intersection de tout les demi-espaces ouverts t.q.
|HNS| > 4n

H:={H||HNS| > d;iln} = {H,}i, famille infinie de demi-espaces
‘o= {C|C:=conv(HNS), H € H} = {Ci}i<n, famille finie de convexes

appliquer le theoreme de Helly a la famille {C;}
. |Ci]>di+1n—ijoﬂleﬂ...ﬂC]’dH#@
C € (CjoﬂCh ﬂ...ﬂC]‘dH)
(par absurde)

Si tout les C; était disjoints

Y. |Ci| > (d—|—1)d—+1n>dn




Center points: preuve d’existence

H:={H||HNS| > d;iln} = {H,}i, famille infinie de demi-espaces
‘o= {C|C:=conv(HNS), H € H} = {Ci}i<n, famille finie de convexes

appliquer le theoreme de Helly a la famille {C;}
. |Ci]>di+1n—ijoﬂleﬂ...ﬂC]’dH#@
C € (CjoﬂChﬂ...ﬂC]-

l Helly
M,;C; # D — x € (ﬂiCi)

i41)




Center points: preuve d’existence

H:={H||HNS| > d;iln} = {H,}i, famille infinie de demi-espaces
‘o= {C|C:=conv(HNS), H € H} = {Ci}i<n, famille finie de convexes

appliquer le theoreme de Helly a la famille {C;}

¢ NiCi #OD — x € (NiG) —» X center point

soit H C H un demi-espace ouvert contenant x

son complementaire H ne contient pas x et > | He¢ ‘ < _dn
donc n” appartient pas a H — d+1

dn  __
|H| >n— 745 = 77




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

Lemma?2 (plan alétoire)

Un plan aléatoire par I'origine conduit & un 3-séparateur de taille 2/n.
preuve

(Center point thm)

o l'origine est un center point de

{@(po), .-, (pn-1)} IA(C)| > 1

IT (plan aléatoire) = cercles intersectés = cercles au-dessous A(C) = cercles au-dessus

XXX




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

Claim (Lemma 2)
1l existe un plan T1, contenant l'origine, et tel que tel que |H(C)| < 2+/n.

preuve

But: évaluer le nombre de plans qui intersectent une calotte donnée C;.

= te
IT (plan aléatoire) = cercles intersec % = cercles au-dessous A(C) = cercles au-dessus

ecocoe




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

Claim (Lemma 2)
1l existe un plan T1, contenant l'origine, et tel que tel que |H(C)| < 2+/n.

But: ¢évaluer le nombre de plans qui intersectent une calotte donnée C;.

H(C) = cercles intersectés par un plan aléatoire I'1

C; definit une calotte circulaire I[INGC #

avecrayonr;




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

Claim (Lemma 2)
1l existe un plan T1, contenant l'origine, et tel que tel que |H(C)| < 2+/n.

But:  évaluer le nombre de plans qui intersectent une calotte donnée C;.
o ITNC; # @ sietseulementsi ny € B; (ot ||ng|| = 1)

.| Prob(IINC; # @) = Prob(n € B;) = 21171:2((55; = % '

C; et C/ définissent une
surface annulaire B; d’hauteur 2r; IING #0




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

Claim (Lemma 2)
1l existe un plan T1, contenant l'origine, et tel que tel que |H(C)| < 2+/n.

But:
évaluer I'esperance du nombre de calottes C; intersectées par un plan aléatoire

T

]

| E(|JH(C)|) = E(|{Bi intersectés par un point n aléatoire}|) = )

C; et C/ définissent une
surface annulaire B; d’hauteur 2r; NG #0 NG =90




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

(Lemma 2)

1l existe un plan T1, contenant l'origine, et tel que tel que |H(C)| < 2+/n.

Conclusion:

les C; sont disjoint
o aire(C;) >}y Y707 < Yaire(Ci) <4m—— | Y r? < 4
aire(S?) = 4n

1 \2 . 2
E(Zi:rl) S Zi:ri < 4

= ii’i<2\/ﬁ
i []

Claim et Lemma 2




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

e Pour trouver un separateur on choisit un plan aléatoire passant par l'origine




Théoreme de Koebe et séparateurs géométriques

e Pour trouver un separateur on choisit un plan aléatoire passant par l'origine




Graph separators applications




Représentations de graphes (classiques)

matrice d’adjacence de G

1 v adjacents, O(n?) bits

Agli,j] =

O autrement




Représentations de graphes (classiques)

matrice d’incidence de G O(n?) bits

. 1 v; adjacent a l’arete ey
DG [Z , k] =

O autrement

€1 € €3 €4 €5 €6 €7 €3 €9

o 011 1 O O O O
11 1 0 0 1 0 0 O




Représentations de graphes (classiques)

Listes d’adjacences O(nlogn) bits

neighbors




Représentations de graphes (classiques)

Listes d’adjacences, avec codage par différences
encore  O(nlogn)

. sorted neighboris dbitsdi?fferences
. Ul — !

3:1 1 1
02 4 12 1 1
4 —21 2 1




Représentations de graphes (classiques)

Listes d’adjacences, avec codage par différences

encore  O(nlogn)
bi dts

sign  positive differences
11 1 1

sorted neighbors d;  differences
3 4 1 1 1

3
3 4 5 - -12 1 1 4:0 1 2
2 4 5 3 4: 0

1 1
21 2 1 2 1 2 1




Représentations de graphes (récentes)

Codage par différences + séparateurs ette fois O(n) bits

renumérotation des sommets sommets ” pro ches”

étiquettes proches

d; sign positive differences
3:1.1 1 1

4:0 1 2 1 1
4.0 2 1 2 1




Représentations de graphes (récentes)

Thm

Tout graphe planaire a n sommets peut se coder avec au plus O(n)
bits.

Gl G @ size(G) = size(G1) + size(Gy) + size(S)
size(S) = O(|S|log |S])

S M size(S) = O(4/[Glllog |G|)

T [SI=0(i) N el = G virog stz stzela

G
G1| < O(an) < size(n) = O(n)




Application: planar point location




Séparateurs et applications: localisation planaire

visibility walk
complexité O(/n)

A /\\] o
‘ Q |

q




Séparateurs et applications: localisation planaire

DS1:= structure de données de localisation en espace quadratique

Slab method

Espace(n) = O(n?)

Temps(n) = O(logn)




Graphes planaires et séparateurs
Thm (Lipton Tarjan 1977)
Etant donnée une triangulation planaire de taille n, on peut effectuer
la localisation d’un point en temps O(logn), avec espace O(n) et
un pretraitement O(nlogn)

Taille du separateur| Taille de chaque composante




Séparateurs et applications: localisation planaire

4

S| =0(m3)  |Gi| = O(n3)




Séparateurs et applications: localisation planaire

Espace(n) = O(n?)
Temps(n) = O(logn)




Séparateurs et applications: localisation planaire

Localisation dans les G’ (avec DS1)

Temps = O(log |G'|) = O(logn)

Espace = O(|G'P) = O(W%

Localisation dans G (avec DS1) Localisation dans les G; (avec DS1)

Temps(n) = O(logn) Temps = O(log |G;|) = O(logn)
Espace(n) = O(n?) Espace = O(Y; |Gi|?) = O(n'/3) - O((n3)?)




Séparateurs et applications: localisation planaire
Espace(n) = O(n*3!)
Temps(n) = O(logn)

DS2:= structure de données de localisation en

Solution:= utiliser une structure pour localiser localiser g
espace O(n't?)
temps O(logn)

pour chaque composante de tai]dy(n%)

|

espace ~ O(n/3) . O(n¥3)1+t= O(n'*3")

f

(nombre de composantes) espace pour chaque composante




Missing proofs

Stereographic projection (preserves circles)




Projection Stéréographique

Def: applications conformes
Ces sont les applications ® qui préservent les angles: I'image d’'un

cercle par ® est un cercle.

 La projection stéréographique (et son inverse) est conforme

o autres exemples: translations, ro-
tations, dilatations




I1:52\N— R*> Projection Stéréographique

Lemme: Etant donné un cercle C I'image I1(C) est un cercle

N = (0,0,1)




I1:52\N— R*> Projection Stéréographique
Step 1: Soit AB I'image du diameétre ab, obtenu comme intersection de
I'hyperplan H, avec le plan passant par N and S et orthogonal a H

N = (0,0,1)




I1:52\N— R*> Projection Stéréographique
Step 2: Soit C’ le cercle (vert), ayant diametre PR et appartenant a un plan
parallele a celui contenant C (PR et AB sont orthogonaux)

N = (0,0,1)




. . s 2 . P
Projection Stéréographique
IP-Qll _ IQ-B'I
ia=ar = e PeC g




I1:52\N— R*> Projection Stéréographique
lA=Qll-|B=Qll = [lQ —A"[-|[B"=Ql




I1:52\N— R*> Projection Stéréographique

[A=Ql-lIB=Qll=lQ—A"l-]B"=Ql

IP-Qll _ [Q—B|
la’=Qll — IP=Ql

— [P-QIF=[A-Qll-[B-Q




