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Program
m

ation
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applications.
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ans
:

�
algorithm
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×

plus
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�
m
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:
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×

total:�
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en
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m
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le

25
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�
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Inform
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:sujets
m
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en

m
ars,rendu

fin
m
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soutenances

en
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:tout
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attendant.

Plan
du
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N
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+
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+
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Le
projet

inform
atique

Im
portant,apprécié,m

êm
e

sic’est
du

travail

Par
binôm

es
a

priori.Environ
40h.

Sujets
bientôt.D

ates
:choix

début
m

ars,rendu
fin

m
ai,soutenance

en
juin.

Choisissez
bien

votre
sujet.Sujet

perso
possible

sivous
trouvez

un
enseignant

quidonne
son

accord
pour

l’encadrer.

Pas
de

validation
du

cours
sans

projet

Pas
de

plagiat!!(graves
ennuis)

Les
algorithm

es

Existence
et

calculeffectif:un
exem

ple

Lem
m

e
Ilexiste

(a,b
)∈

R
,avec

:
�

a
et

b
irrationnels

�
a
b
∈
Q

.
D

ém
onstration

√
2
/∈
Q

(O
K

,c’est
connu)

�
Si √

2 √
2
∈
Q

on
prend

a
=

b
=

√
2.

�
Si √

2 √
2
/∈
Q

,on
prend

:
a
=

√
2 √

2
et

b
=

√
2.En

effet
alors

:

a
b
=

( √
2 √

2) √
2
=

√
2 √

2×
√

2
=

√
2
2
=

2
∈
Q

O
k,but

w
hat’s

the
point?

Q
uels

sont
les

a
et

b
?

O
n

ne
sait

pas
:iln’y

a
pas

d’algorithm
e

dans
cette

preuve.

Le
problèm

e
des

m
ariages

stables

Stable
m

atchings
problem



Le
Problèm

e

D
eux

ensem
bles

G
et

F
de

cardinaln.

C
ouplage

:C
⊂

G
×

F
,chaque

f
et

chaque
g

apparait
dans

au
plus

un
élém

ent
de

C.

C
ouplage

parfait
:chaque

élém
ent

de
F

(et
donc

chaque
élém

ent
de

G
)

apparait
dans

exactem
ent

un
élém

ent
de

C.

Et
l’am

our
dans

tout
ça?

Chaque
g
∈
G

classe
les

élém
ents

de
F

totalem
ent.

Chaque
f
∈
F

classe
les

élém
ents

de
G

totalem
ent.

notation
:

f1
>

g
f2 .

g
préfère

f1
à

f2

Stabilité

(g
1 ,f1 )∈

C
(g

2 ,f2 )∈
C

instable
sif1

préfère
g
2

à
f1

et
g
2

préfère
f1

à
f2 .

SiC
est

un
couplage

parfait
sans

instabilité,c’est
un

couplage
stable

�
Existe-t-ilun

couplage
stable?

�
Com

m
ent

le
calculer?

�
Com

m
ent

le
calculer

effi
cacem

ent?



Prem
ier

exem
ple

G
=

{g
1 ;g

2 }
F

=
{f1 ;f2 }

Préférences
:

g
1
:

f1 ;f2
f1
:g

1 ;g
2

g
2
:

f1 ;f2
f2
:g

1 ;g
2

U
n

seulcouplage
stable

:
(g

1 ,f1 )
(g

2 ,f2 )

Certains
sont

contents,d’autres
m

oins.

D
euxièm

e
exem

ple

Préférences
:

g
1
:

f1 ;f2
f1
:g

1 ;g
2

g
2
:

f2 ;f1
f2
:g

2 ;g
1

U
n

seulcouplage
stable

:
(g

1 ,f1 )
(g

2 ,f2 )

Tout
le

m
onde

est
content.

Troisièm
e

exem
ple

Préférences
:

g
1
:

f1 ;f2
f1
:g

2 ;g
1

g
2
:

f2 ;f1
f2
:g

1 ;g
2

U
n

couplage
stable

:
(g

1 ,f1 )
(g

2 ,f2 )

Les
garçons

sont
contents

U
n

autre
stable

:
(g

1 ,f2 )
(g

2 ,f1 )

Les
filles

sont
contentes

Q
uiest

content?

Prem
ier

essai:le
laisser-faire

�
Form

er
des

couples
au

hasard
�

Choisir
une

instabilité,et
recom

biner
les

couples

(g
1 ,f1 )(f2 ,g

2 )−→
(g

1 ,f2 )(f1 ,g
2 )

sig
1
<

f1
g
2 ∧

f2
<

g
2

f1

relation
de

réécriture,non-déterm
iniste.

aboutit-on
à

un
couplage

stable?

�
Ilest

possible
de

boucler
à

l’infini.
�

O
n

aboutit
presque

surem
ent

à
un

couplage
stable,parfois

en
un

tem
ps

exponentielen
n

(résultat
récent

:1995)



Le
m

arché
n’a

pas
toujours

raison

Contre-exem
ple

G
=

{a;b
;x}

et
F
=

{A
;B

;X
}.

A
:

b
;a;x

a
:

A
;B

;X
B

:
a;b

;x
b
:

B
;A

;X
X

:
peu

im
porte

x
:

peu
im

porte

{(b
,X

);(a,B
);(x

,A
)}

�→
{(b

,X
);(x

,B
);(a,A

)}
�→

{(b
,A

);(x
,B

);(a,X
)}

�→
{(b

,B
);(x

,A
);(a,X

)}
�→

{(b
,X

);(a,B
);(x

,A
)}

�→
...

Cela
dit,ilexiste

des
couplages

stables.

{(x
,X

);(b
;A

);(a;B
)}

ou
{(x

,X
);(a;A

);(b
;B

)}.
Com

m
ent

traite-t-on
le

cas
général?

L’A
lgorithm

e
de

G
ale

et
Shapley

U
n

couplage
quiévolue

au
cours

de
l’algorithm

e
(les

fiancés)

tant
que

�
ilexiste

un
hom

m
e

h
quiest

libre
et

n’a
pas

dem
andé

toutes
les

fem
m

es
en

m
ariage



soit
h

un
telhom

m
e

⇐
=

non-déterm
inism

e!!
soit

f
la

fem
m

e
préférée

de
h

parm
icelles

qu’iln’a
pas

encore
dem

andées
en

m
ariage

sif
est

libre
alors

h
et

f
se

fiancent
sinon

soit
h
�le

fiancé
de

f
sif

préfère
h

à
h
�

alors
f

quitte
h
�(quiredevient

libre)
et

se
fiance

avec
h

Q
uestions

:
�

Term
ine?

com
bien

de
tem

ps?
�

sur
un

couplage?
parfait?

stable?

Term
inaison

Prouver
la

term
inaison,un

problèm
e

classique
un

inform
atique...

Q
u’est-ce-quidécroit?

Trouver
une

m
esure

ou
un

variant

Chaque
hom

m
e

ne
dem

ande
jam

ais
deux

fois
la

m
êm

e
fem

m
e

en
m

ariage.

Chaque
“proposition”

(h,f)
n’est

faite
qu’au

plus
une

fois.

U
ne

proposition
par

tour
de

boucle

La
boucle

principale
est

effectuée
au

plus
n

2
fois

Com
plexité

du
program

m
e

:O
(n

2)
sile

corps
de

la
boucle

est
exécuté

en
tem

ps
constant.

Correction
(1)

:couplage

Lorsque
l’algorithm

e
s’arrête,c’est

sur
un

couplage
(personne

n’est
fiancé

deux
fois

en
m

êm
e

tem
ps).

C’est
vraiau

début
(personne

n’est
fiancé)

C’est
préservé

à
chaque

tour
de

boucle
:

�
seuls

des
hom

m
es

libres
se

fiancent
�

les
fem

m
es

quise
fiancent

sont
soit

libres,soit
elles

quittent
leur

précédent
fiancé.

Form
ellem

ent,on
a

fait
une

récurrence
sur

le
nom

bre
de

tours
de

boucle

O
n

a
m

ontré
que

la
propriété

était
un

invariant



Correction
(2)

:couplage
parfait

Est-ce-que
tout

le
m

onde
est

fiancé
à

la
fin

?

O
n

m
ontre

d’abord
:

(a)
U

ne
fem

m
e

quia
reçu

une
proposition

reste
fiancée

jusqu’à
la

fin
(invariant

facile)

O
n

s’arrête
si:

�
Tous

les
hom

m
es

sont
fiancés

m
ais

alors
toutes

les
fem

m
es

le
sont

aussi
�

ou
bien

les
hom

m
es

libres
n’ont

plus
de

avances
à

faire
m

ais
alors

ils
ont

fait
des

avances
à

toutes
les

fem
m

es,donc
toutes

les
fem

m
es

sont
fiancées

O
n

a
utilisé

:

1)
U

n
invariant

supplém
entaire

(a)
2)

la
condition

d’arrêt
de

la
boucle.

Correction(3)
:Stabilité

E
s
t
-c

e
-q

u
e

le
c
o
u
p
la

g
e

e
s
t

s
t
a
b
le

?

O
n

raffi
n
e

la
p
ro

p
rié

t
é

:

(
a
)

U
n
e

fe
m

m
e

q
u
i
a

re
ç
u

u
n
e

p
ro

p
o
s
it
io

n
re

s
t
e

fi
a
n
c
é
e

ju
s
q
u
’à

la
fi
n

et
ses

fiancés
successifs

luiplaisent
de

plus
en

plus

S
o
ie

n
t

d
e
u
x

c
o
u
p
le

s
d
u

ré
s
u
lt
a
t

:
(h
,f
)

e
t
(h

�,f
�)

S
u
p
p
o
s
o
n
s

:

f
�
>

h
f
∧

h
>

f
�h

�.

O
n

s
a
it

a
lo

rs
q
u
e

h
a

fa
it

u
n
e

p
ro

p
o
s
it
io

n
à

f
.
O

r,
p
u
is
q
u
e

h
p
ré

fè
re

f
�
à

f
,
il

a
,

p
ré

c
é
d
e
m

m
e
n
t
,
a
u

c
o
u
rs

d
e

l’e
x
é
c
u
t
io

n
,
fa

it
u
n
e

p
ro

p
o
s
it
io

n
à

f
�.

S
if

�
a

a
c
c
e
p
t
é

c
e
t
t
e

p
ro

p
o
s
it
io

n
,
s
o
n

fi
a
n
c
é

a
c
t
u
e
lh

�
d
o
it

lu
i
p
la

ire
p
lu

s
q
u
e

h
(
d
’a

p
rè

s
(
a
)
)
.

S
if

�
n
’a

p
a
s

a
c
c
e
p
t
é

c
e
t
t
e

p
ro

p
o
s
it
io

n
,
s
o
n

fi
a
n
c
é

d
u

m
o
m

e
n
t

lu
i
p
la

is
a
it

p
lu

s
.

D
’a

p
rè

s
(
a
)

s
o
n

fi
a
n
c
é

fi
n
a
lh

�
lu

i
p
la

it
(
e
n
c
o
re

)
p
lu

s
.

L
e

c
o
u
p
la

g
e

e
s
t

s
t
a
b
le

.

R
e
m

a
rq

u
e

:
o
n

n
’a

p
a
s

u
t
ilis

é
la

p
ro

p
rié

t
é

d
’a

rrê
t
.
L
a

s
t
a
b
ilit

é
(
p
a
rt

ie
lle

)
e
s
t

u
n

in
v
a
ria

n
t
.

Q
ue

dire
de

plus?

�N
on-déterm

inism
e

�Q
uelcouplage

quand
ily

a
plusieurs

solutions

U
n

algorithm
e

injuste

L’algorithm
e

favorise
les

garçons!

D
éfinition

:on
dit

que
f

(resp.g)
est

un(e)
partenaire

valide
de

g
(resp.f)

s’ilexiste
un

couplage
stable

contenant
(g
,f).

best(h)
est

la
m

eilleure
partenaire

valide
de

h
(du

point
de

vue
de

h)

w
orse(f)

le
pire

partenaire
valide

de
f

(du
point

de
vue

de
f).

S
∗

=
{(h,best(h))|h

∈
H
}

T
héorèm

e
Toute

exécution
de

l’algorithm
e

de
G

ale-Shapley
term

ine
en

produisant
l’ensem

ble
S
∗.



U
n

algorithm
e

injuste

T
héorèm

e
Toute

exécution
de

l’algorithm
e

de
G

ale-Shapley
term

ine
en

produisant
l’ensem

ble
S
∗.

Surprenant
:

�
pas

évident
à

prem
ière

vue
que

S
∗

est
un

couplage
stable

�
m

ontre
en

plus
que

G
ale-Shapley

est
en

fait
déterm

iniste
Par

ailleurs,bon
exem

ple
de

preuve
plus

diffi
cile

:l’invariant
est

plus
fort

que
la

propriété
finale.

au
cours

de
l’exécution

:
1.

si
(h,f),alors

f
≥

h
best(h)

2.
sih

pas
fiancé,iln’a

fait
des

avances
qu’à

des
f
>

h
best(h)

Pour
être

clair,soyons
précis

:récurrence
sur

le
nom

bre
de

tours
de

boucle
effectués.O

n
m

ontre
1

et
2

ensem
ble.

0
tours

:O
K

(pas
d’avances,pas

de
fiancés)

1.
si
(h,f),alors

f
≥

h
best(h)

2.
sih

pas
fiancé,iln’a

fait
des

avances
qu’à

des
f
>

h
best(h)

n
tours

=⇒
n
+

1
tours

h
fait

des
avances

à
f.

1.
D

’après
H

R2,h
n’a

fait
des

avances
qu’à

des
f
�
>

h
best(h).Com

m
e

f
est

la
suivante,f

≥
h

best(h).
2.

f
était

fiancée
à

h
�.D

eux
cas

:
�

Sif
ne

se
fiance

pas
à

h
et

préfère
h
�,

ilfaut
m

ontrer
f
>

h
best(h).

Ilsuffi
t

que
f
�=

h
best(h).Soit

un
couplage

stable
avec

(h,f).
(h

�,f
�)

avec
f
�≤

h
�best(h

�)≤
h
�f

(par
H

R1).D
onc

f
�
<

h
�f.

�
Sif

préfère
h

à
h
�.M

.q.f
>

h
�best(h

�)
cad.f

�=
best(h

�).
Si

(h
�,f)

dans
un

couplage
stable,dans

ce
couplage

(h,f
�)

avec
f
�≤

h
best(h)≤

h
f.Com

m
e

f
�=

f
�,on

a
aussif

�
<

h
f.

Conclusions
supplém

entaires

�
L’algorithm

e
de

G
ale-Shapley

est
en

fait
déterm

iniste.

C
orollaire

Toutes
les

exécutions
de

G
ale-Shapley

rendent
le

m
êm

e
résultat.

�
L’algorithm

e
est

très
favorable

à
l’une

des
deux

parties
(iciles

garçons).

Plus
généralem

ent,sur
les

preuves
par

invariant
:

�
Ce

sont
des

preuves
par

récurrence;sur
les

cas
com

pliqués,ilest
utile

d’expliciter
cela.

�
D

ans
des

cas
plus

com
pliqués,la

diffi
culté

est
de

form
uler

le
bon

invariant.

U
n

algorithm
e

très
injuste!

L’algorithm
e

de
G

ale-Shapley
rend

l’ensem
ble

suivant
:

{(w
orse(f),f)|f

∈
F
}.

Preuve
:en

exercice.

Iln’est
pas

nécessaire
de

refaire
une

récurrence
ou

de
trouver

un
invariant.



Im
plém

entation

U
n

algorithm
e

:
�

Etude
du

problèm
e

�
Conception

de
l’algorithm

e
�

Term
inaison,correction

�
Im

plém
entation

D
evoir

à
la

m
aison

pour
le

15
février

:im
plém

enter
G

ale-Shapley
Inform

ations
sur

la
page

du
cours

Structures
de

données
relativem

ent
sim

ples
:vos

connaissances
suffi

sent.
�

Pensez
à

utiliser
assert

(vérification
de

conditions
à

l’exécution)
�

Choix
du

h
quifait

la
prochaine

dem
ande,sipossible

en
tem

ps
constant.

�
Eventuellem

ent,pensez
aux

files
d’attente

(Queue).Cfpoly.

Q
uelques

autres
problèm

es
représentatifs

autour
des

questions
d’assignation

O
rdonnancem

ent d’intervalles
•

U
ne ressource (salle de cours)

•
D

es dem
andes d’utilisation (d

1 ,f1 )...(d
n ,fn )

début
fin

Problèm
e:

satisfaire un m
axim

um
 de dem

andes

m
ardi 31 janvier 2012

O
rdonnancem

ent d’intervalles
Idée de l’algorithm

e

D
es dem

andes d’utilisation (d
1 ,f1 )...(d

n ,fn )
tem

psd
1               f1

d
2            f2

d
7            f7

d
3         f3

d
4               f4

d
5                         f5

d
6            f6

m
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ent d’intervalles
Idée de l’algorithm

e

D
es dem
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O
rdonnancem

ent d’intervalles
Idée de l’algorithm

e

D
es dem

andes d’utilisation (d
1 ,f1 )...(d

n ,fn )
tem

psd
1               f1

d
2            f2

d
3         f3

d
4               f4

d
5                         f5

d
6            f6

prem
ier qui 

se term
ine

d
7            f7

m
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rdonnancem

ent d’intervalles
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D
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d
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O
rdonnancem

ent d’intervalles
Idée de l’algorithm

e

D
es dem

andes d’utilisation (d
1 ,f1 )...(d

n ,fn )
tem
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d
2            f2

d
3         f3

d
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d
5                         f5

d
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d
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O
rdonnancem

ent d’intervalles
Idée de l’algorithm

e

D
es dem

andes d’utilisation (d
1 ,f1 )...(d

n ,fn )
tem
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1               f1

d
2            f2

d
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d
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d
5                         f5

d
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d
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O
rdonnancem

ent d’intervalles
Idée de l’algorithm

e

D
es dem

andes d’utilisation (d
1 ,f1 )...(d

n ,fn )
tem

psd
1               f1

d
2            f2

d
3         f3

d
4               f4

d
5                         f5

d
6            f6

d
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O
rdonnancem

ent d’intervalles
Idée de l’algorithm

e

D
es dem

andes d’utilisation (d
1 ,f1 )...(d

n ,fn )
tem

psd
1               f1

d
2            f2

d
3         f3

d
4               f4

d
5                         f5

d
6            f6

et ainsi de suite

C
ritère de choix (assez) sim

ple   
pas de retour en arrière

C
’est un algorithm

e glouton      

d
7            f7

m
ardi 31 janvier 2012



O
rdonnancem

ent d’intervalles
valués

tem
psd

1               f1

d
2            f2

d
3         f3

d
4               f4

d
5                         f5

d
6            f6

V
3

V
4

V
1

V
7

d
7            f7

d
7            f7

d
7            f7

V
2

V
5

V
6

m
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O
rdonnancem

ent d’intervalles
valués

tem
psd

1               f1

d
2            f2

d
3         f3

d
4               f4

d
5                         f5

d
6            f6

V
3

V
4

V
1

V
7

d
7            f7

d
7            f7

d
7            f7

V
2

V
5

V
6

Pareil m
ais une valeur sur chaque dem

ande

m
axim

iser la som
m

e des valeurs satisfaites

A
lgorithm

e très différent: program
m

ation dynam
ique

(utilisation de beaucoup de m
ém

oire)

m
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G
raphes bi-parties2

3

4

5

6

1

7

m
ardi 31 janvier 2012

G
raphes bi-parties

2 345

6 1

7

• D
éterm

iner si un graphe est 
bi-partie: parcours de graphe
en largeur d’abord

• Extraire un couplage à partir
d’un graphe bi-partie: optim

isation 
de flux

m
ardi 31 janvier 2012



C
onclusion

•
C

ycle: problèm
e, description, term

inaison, 
correction

•
Invariant de boucle

•
D

iversité des techniques algorithm
iques

La suite

C
et après-m

idi: exercices d’algorithm
ique

Pour le 15 février:  im
plém

entation de G
ale-Shapley 

(devoir à la m
aison, 2 sem

aines)

Sem
aine prochaine: Program

m
ation orienté-objet

m
ardi 31 janvier 2012


