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Délégués ?
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plan

1. Graphes: définitions, généralités

2. Composantes connexes, Union-find

3. Parcours simples: DFS
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Pourquoi des Graphes ?
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Pourquoi des Graphes ?

Facebook, google, les GPS, les embouteillages...

de vrais problèmes théoriques et pratiques, de vraies 
solutions

des exercices
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Les Graphes

Ensemble S  de sommets
A ⊂  S × S      les arcs
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Les Graphes

Fini / infini

          En général dans le cours

lundi 7 février 2011



Les Graphes

Fini / infini

          En général dans le cours
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Dimensions

• Nombre de noeuds:  n

• Nombre d’arcs / arêtes :  a

On a      a≤n2

La complexité des algorithmes sera typiquement 
fonction de a et n
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Les Graphes

Fini / infini

Orienté / non-orienté
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Les Graphes

Fini / infini

Orienté / non-orienté
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Les Graphes

Fini / infini

Orienté / non-orienté

Arcs   -    Arêtes
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Les Graphes

Non-orienté, cas particulier:
(a,b) ∈A ⇔  (b,a) ∈A
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Graphe sous-jacent
Graphe non-orienté obtenu en enlevant les 
flèches et les boucles :
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Un peu de vocabulaire

plus
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α=(a,b) est orienté de a vers b;
α a pour origine a et destination b;
α est incident à a ainsi qu’à b;
a est un prédécesseur de b, et b un successeur de a;
a et b sont adjacents.

Graphe simple s’il ne comporte pas de boucles ou 
d’arcs multiples.
multigraphe s’il comporte des arcs multiples (mais pas 
de boucles).
L’arité (ou degré) de x ∈ S est le nombre d’arcs partant 
ou arrivant en x.

Terminologie
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Chemins
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Connexité
Graphe non-orienté connexe :

pour tous sommets a et b, chemin de a à b

Graphe orienté fortement connexe :

pour tous sommets a et b, chemin de a à b et de 
b à a.
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Arbre couvrant
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Arbre couvrant

Exemple: Un réseau de routes atteignant toutes les 
villes...
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Graphes valués 

3

3

3

3
46

1

2

8

5

Un poids sur chaque arc : distance, prix, temps de 
parcours...
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Graphes planaires
Un graphe est planaire s’il peut être (re)dessiné sans 
que deux arêtes ne se coupent.

est planaire:

n’est pas planairemais
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Coloriage: cartes et graphes

4 couleurs suffisent

En fait un problème sur les graphes planaires
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Coloriage de graphe

fonction de coloriage  c:S→C     avec (a,b)∈A⇒c(a)≠c(b)

on peut prendre  |C| = 4
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Le graphe du Web
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Problèmes fondamentaux
• Y a-t-il un chemin ? trouver un chemin, trouver le plus 

court chemin

• Connexité, composantes connexes, fortement 
connexes

• Tri topologique

• Coloriage (théorème des quatre couleurs, attribution 
de fréquences radio...)

• Arbres couvrants

• Dessins : comment dessiner un graphe plan 
(circuit électronique), un graphe de 10   
sommets  ?

• Optimisation combinatoire (voyageur de 
commerce...)

6
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Représentation

•Matrices d’adjacence

• Listes d’adjacences

•Collection des arêtes

• ...
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Quelles structures ?
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(distance)
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Matrices d’adjacences

Avantage:
•réponse immédiate (a,b) ∈A 

Désavantage:
•gourmand en mémoire (surtout si le graphe n’est pas 
dense en arcs/arêtes)
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Listes d’adjacence
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collection d’arcs

a[0] = (0,1)
a[1] = (1,0)
a[2] = (1,2)
a[3] = (2,0)
a[4] = (3,4)
a[5] = (4,3)

(cet après-midi en TD)
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Premiers algorithmes
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Une structure moins rigide
algo récursif sur un arbre:

T1 T2
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Une structure moins rigide
algo récursif sur un arbre:

T1 T2

Appels récursifs sur T1 et T2: ok
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Une structure moins rigide
algo récursif sur un arbre:

T1 T2

Appels récursifs sur T1 et T2: ok

Graphe: c’est plus compliqué
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Une structure moins rigide
algo récursif sur un arbre:

T1 T2

Appels récursifs sur T1 et T2: ok

Graphe: c’est plus compliqué

Trouver la bonne décomposition suivant le problème
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Stéphane peut-il rejoindre Chloé ?
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Connecter 
Question: Peut-on aller de a à b ?

• Calculer tous les chemins (x,y) existants

• Partir de a et explorer

- Composantes connexes
- clôture transitive du graphe

Parcours du graphe
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Composantes Connexes
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Composantes Connexes
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Clôture transitive
G=(S,A) un graphe

Sa clôture transitive (S,A*) est définie par:

(a,b)∈ A*  ⇔  ∃ chemin de a à b dans G

Idée:

• Commencer par calculer A*

• tester si    (a,b)∈ A*
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Clôture transitive
G=(S,A) un graphe

Sa clôture transitive (S,A*) est définie par:

(a,b)∈ A*  ⇔  ∃ chemin de a à b dans G

Idée:

• Commencer par calculer A*

• tester si    (a,b)∈ A*
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Clôture transitive
G=(S,A) un graphe

Sa clôture transitive (S,A*) est définie par:

(a,b)∈ A*  ⇔  ∃ chemin de a à b dans G

Idée:

• Commencer par calculer A*

• tester si    (a,b)∈ A*

Ca marche bien avec les matrices d’adjacence

lundi 7 février 2011



lundi 7 février 2011



A×A×A×A×A×A .......  ×A
n fois

Clôture transitive par matrices: complexité
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A×A×A×A×A×A .......  ×A
n fois

Clôture transitive par matrices: complexité

A     en log(n) multiplications

complexité de la multiplication: O(n   )  2< ω<3ω
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A×A×A×A×A×A .......  ×A
n fois

n/2 fois

Clôture transitive par matrices: complexité

A     en log(n) multiplications

complexité de la multiplication: O(n   )  2< ω<3ω
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A×A×A×A×A×A .......  ×A
n fois

n/2 fois

n/4

Clôture transitive par matrices: complexité

A     en log(n) multiplications

complexité de la multiplication: O(n   )  2< ω<3ω
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A×A×A×A×A×A .......  ×A
n fois

n/2 fois

n/4

etc
A

i
(2   )

en i multiplications

Clôture transitive par matrices: complexité

A     en log(n) multiplications

complexité de la multiplication: O(n   )  2< ω<3ω
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A×A×A×A×A×A .......  ×A
n fois

n/2 fois

n/4

etc
A

i
(2   )

en i multiplications

Clôture transitive par matrices: complexité

A     en log(n) multiplications

complexité de la multiplication: O(n   )  2< ω<3ω

n=101001  en binaire
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A×A×A×A×A×A .......  ×A
n fois

n/2 fois

n/4

etc
A

i
(2   )

en i multiplications

A     en log(n) multiplications

complexité de la multiplication: O(n   )  2< ω<3

(n)

ω

Clôture transitive par matrices: complexité

n=101001  en binaire
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Construction des 
composantes connexes
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Que faire ?
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Quelle représentation pour les classes d’équivalence ?
        Représentant canonique !
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Quelle représentation pour les classes d’équivalence ?
        Représentant canonique !
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Quelle représentation pour les classes d’équivalence ?
        Représentant canonique !
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Même classe d’équivalence
rien à faire

lundi 7 février 2011



Même classe d’équivalence
rien à faire

immédiat

deux étapes
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Optimisation: aplatir les composantes au fur et à mesure
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Optimisation: aplatir les composantes au fur et à mesure

Union-Find
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Parcours

DFS
depth-first search

profondeur d’abord
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DFS
Applications multiples:

• Sortir d’un labyrinthe

• Trouver des composantes (fortement) 
connexes

• Détecter des cycles

• Tri topologique (en l’absence de cycles)

• GC

Cette semaine: seulement pour les graphes non-orientés
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ordre: a
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DFS
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ab

c

d

e

f

ordre: a

gh

Pile: c b d

DFS
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ordre: a c
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Pile: e b d

DFS
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ordre: a c e

gh

Pile:  b d

DFS
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Pile:  f b d

DFS
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Pile:  b d

DFS
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Pile:   d

DFS
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Pile:  d

DFS
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d
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f

ordre: a  c  e  f  b  g

gh

Pile:  h d

DFS
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ordre: a  c  e  f  b  g

gh

Pile:  h d

DFS
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Pile:  d

DFS
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ordre: a  c  e  f  b  g  h
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Pile:  d

DFS
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ordre: a  c  e  f  b  g  h  d

gh

Pile:  

DFS
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c

d

e

f

ordre: a  c  e  f  b  g  h  d

gh

Pile:   FINI

DFS
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Parcours :

• Permet de trouver les sommets accessibles à partir de a

• Permet de les ordonner, les marquer

• Permet de construire la composante connexe de a
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La suite

Cet après-midi: utiliser Union-Find

La semaine prochaine: parcours plus 
sophistiqués,
trouver les bons chemins
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