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Présentation

Les buts du cours

Dans une premiere partie, ce cours se veut la continuation de l'apprentissage de
base de la programmation, auquel s’ajoute la description d’algorithmes sur les graphes.
Dans un deuxiéme temps, on s’intéresse a la présentation de la théorie des réseaux,
ainsi que des protocoles.

De nombreux ouvrages existent déja sur la théorie des graphes, comme par exemple
le polycopié de R. Cori et J.-J. Lévy [5]. Il est difficile d’étre novateur sur un tel
sujet. Nous avons toutefois privilégié une approche de la programmation utilisant les
bibliotheques déja programmées en Java, bénéficiant des types génériques. Par exemple,
nous utiliserons les possibilités de simplification d’exposition des algorithmes en utili-
sant des itérateurs sur les sommets d’un graphe, plutét que de rester a un codage clas-
sique des sommets par des entiers. De la méme facon, une classe abstraite de graphes
nous permettra de nous concentrer sur les algorithmes plutot que sur I'implantation
réelle, que nous reléguerons dans les implantations par matrice ou tableau de liste. Sans
vouloir & tout crin programmer de facon outranciére, le code résultat nous semble a la
fois plus lisible et plus proche du pseudocode dans lequel les algorithmes seront décrits.

Remerciements

J.-J. Lévy nous a permis d’utiliser son poly pour la promotion X2004, ce dont nous
le remercions chaleureusement.

P. Chassignet a prété son concours a ’élaboration des classes de Graphe utilisées
pour le poly. Il a également répondu a de multiples questions de tous ordres. Merci a
P. Baptiste pour les discussions sur 'optimisation combinatoire. Merci aussi & J. Cer-
velle pour avoir répondu a des questions pointues sur l'utilisation de Java, version
IIIe millénaire, ainsi que pour la relecture. Que les premiers lecteurs soient également
remerciés : F. Pottier pour sa méticulosité, N. Sendrier, A. Cohen; G. Schaeffer.

Polycopié du cours INF431, Version 1.3c [14 janvier 2008].
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Notations

Le cardinal d’un ensemble E sera noté |E|.

Algorithme, pseudocode et programme

Quand on commence a programmer, on étudie et on implante des algorithmes
simples, dont Iécriture coule de source. Arrivés a ce niveau de votre apprentissage,
nous allons voir des algorithmes de plus en plus complexes, et se pose le probleme de
leur description indépendante d’un langage particulier et en négligeant dans un premier
temps les détails d’implantation qui pourraient avoir tendance a compliquer inutile-
ment la vue d’ensemble de 'algorithme. Pour résumer, nous décrirons un algorithme de
maniere synthétique et générique, a I’aide d’un langage intermédiaire, le pseudocode. La
correction de ’algorithme proviendra souvent d’un théoréme, 1’étude de sa complexité
sera esquissée a partir du pseudocode, et dépendant souvent de I'implantation choisie.

Quel pseudocode et quelles propriétés demander ? Nous modifions le pseudocode
présenté de facon tres classique dans [6, p. 17-18]. La syntaxe est trés proche de langages
de type Pascal, C, ou Java, et les principes du langage sont habituels en Java (cf. les
objets).

1. Le symbole // indique que le reste de la ligne est un commentaire.

2. Les instructions seront terminées par un ;.

3. L’indentation indique une structure de bloc; on se passera, sauf cas particulier,
d’indicateurs de type début ou fin pour alléger la lecture.

4. Les affectations entre type simple s’écriront X <- 3; les tests d’égalité ==. On
utilisera les opérateurs de post et pré-incrémentation de Java a I'occasion.

5. On utilisera des boucles tantque, pour, répéter. Les variables d’itération conti-
nueront d’exister a la sortie des itérations.

6. Les variables sont locales aux procédures, nous n’emploierons pas de variable
globale, sauf indication explicite.

7. A[1] désigne le i-eme élément du tableau A, et A[2..J] représente le sous-
tableau de A d’indices compris entre 2 et j. Les tableaux seront numérotés a
partir de 0. Les tableaux bi-dimensionnels seront notés ALi]1[J]-

8. Les données composées seront traitées comme des objets, constitués d’attributs
ou champs. Comme en Java, un objet sera vu comme un pointeur sur les données.
Si T est un champ de 1'objet X, on notera X.T¥. La longueur d’un tableau A sera
longueur(A). Si X et y sont deux objets, faire X <- VY fait que X et y pointent
sur le méme objet. Si un objet ne contient rien, il contient NIL. Dans le cas ou
on voudra recopier les objets champ par champ, on écrira X =Y.

9. Les parametres sont passés a une procédure par valeur. Les objets sont passés
comme en Java.
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Comme en Java, le et et le ou logiques sont court-circuitants (on dit aussi pares-
seux) : quand on évalue X ET Yy, on évalue X, et seulement s’il est vrai on évalue

Y.

Une liste sera écrite L = (X1, ..., Xn), on écrira la concaténation
L#z=(1, -.., Xxn, 2)

ou
z# L = (z, X1, ..., Xn)

Le premier élément d’une liste L = (X1, X2, ..., Xn) sera récupéré comme

téte(L)=x1; écrire

y <- téte(lL);

fera que Y contiendra X1 et il restera (X2, ..., Xn) dansL, ce que’on pourra
noter reste(L) si besoin est, de méme que les éléments sauf le dernier seront
désignés par début(L). La queue de L sera le dernier élément, queue(L)=xn.
On aura donc formellement :

L = téte(L) # reste(L) = début(L) # queue(l)

Un ensemble sera noté {a,b,...}. Notons que des implantations spécifiques pour-
ront étre données quand nécessaire.

Si I'on veut afficher quelque chose a I’écran, on utilisera l'instruction écrire.

Donnons un exemple simple : recherchons le minimum d’un tableau. Notons que le
type du tableau n’est pas explicité, et qu’on suppose implicitement qu’il existe un ordre
sur les éléments du tableau.

rechercheMinimum(A)
imin <- 0;
pour i <- 1 a longueur(A)-1 faire

si A[1] < A[imin] alors
// on a trouvé un minimum local
imin <- 1;

retourner A[imin];

Il sera facile de traduire ce pseudocode en Java, quel que soit le type de A.
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Chapitre 1

Programmer avec Java

Ce chapitre ne se propose pas comme une description exhaustive de Java, mais
plutot comme un guide a I'utilisation de certains traits avancés, comme I’héritage et les
classes abstraites. Il ne saurait se substituer a un cours de langages de programmation,
comme par exemple celui d’année 3. On trouvera des éléments complémentaires dans
[9]. On pourra consulter également les tutoriels de Java sur la page de Sun'. Notre
optique est d’étre capable d’utiliser ces notions quand nous aborderons les graphes.

Plus philosophiquement, les langages modernes tournent autour de cette question :
comment écrire au kilométre des programmes corrects, lisibles et efficaces? Une des
fagons de répondre est d’utiliser des classes prédéfinies, efficaces, standardisées, et nous
en reparlerons au chapitre 14. Nous nous intéresserons plutét ici aux mécanismes qui
permettent la réutilisation et le partage de ces ressources.

1.1 Modularité

1.1.1 Motivation

La modularité est un concept fondamental de la programmation. Dans un pro-
gramme, on cherche toujours ot on doit mettre quelles données. Pour s’y retrouver, il
est beaucoup plus simple de pouvoir controler quelles données sont accessibles a qui
(fonctions, classes, programmes, etc.). Dans certains langages, on a acces a essentielle-
ment deux niveaux : une variable peut étre locale & une fonction (ou plus généralement
a un bloc de code) et n’est pas vue de 'extérieur de la fonction ; ou bien elle est globale,
ce qui fait qu’elle est accessible a toutes les fonctions a la fois. Ces deux niveaux se
révelent rapidement insuffisants.

On est donc amené a introduire des controles plus stricts. On peut rassembler
dans une méme bibliotheque (appelée généralement module dans ce contexte), toutes
les fonctions opérant sur des objets communs. L’idée derriére les modules est bien
évidemment celui de la réutilisation et de la composition de petits modules pour en
faire des plus gros, ce qui conduit a de gros programmes, etc.

'http://java.sun.com/docs/books/tutorial/index.html
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De méme, on peut élargir les types des données pour fabriquer un type adapté a
un cas spécifique, des types peuvent étre locaux ou globaux, etc. En Java, types et
modules se confondent dans la notion de classe, qui est a la fois type utilisateur et
module contenant les fonctions associés a ce type.

1.1.2 Modules

Tres généralement, un module se compose de deux parties :

— Dinterface? accessible depuis I'extérieur du module ;

— Uimplémentation accessible de I'intérieur du module.

Un des avantages de cette dichotomie est de permettre d’utiliser le principe d’encap-
sulation. On définit les fonctionnalités du module dans la partie interface (données
partagées, types, fonctions), car c’est ce qui intéresse l'utilisateur, et on en réalise
une implantation dans la parite implémentation. Prenons ’exemple classique de la file
d’attente. On a besoin de savoir faire trois opérations : construction, ajouter, suppri-
mer. Mais on peut implanter les files d’au moins deux facons : par un tableau géré
de fagon circulaire, ou bien par une liste. L’extérieur n’a pas besoin de savoir quelle
représentation est utilisée, et parfois, on peut la changer sous ses pieds.

Dans certains langages (comme Pascal), un module contient une interface et une
implantation, et on ne peut avoir plusieurs implantations correspondant & la méme
interface. En Java, 'utilisation des classes abstraites permet de résoudre ce probleme
(cf. section 2.2.2).

Reprenons le cas d’une file d’attente. On peut écrire :

public class FIFO{
private int debut, fin;
private boolean pleine, vide;
private int[] contenu;

public FIFO(int n){
debut = 0; fin = O;
pleine = n == 0; vide = true;
contenu = new iInt[n];
+
public static void ajouter(int x, FIFO f){
if(f.pleine) throw new Error("'File Pleine.");
f.contenu[f.fin] = Xx;
f.fin = (F.fin + 1) % f.contenu.length;
f.vide = false; T.pleine = T.fin == f.debut;
+
public static int supprimer(FIFO ){
if(f.vide)
throw new Error("'File Vide.");

2 Attention : en Java, interface est un mot clef pour désigner autre chose, cf. section 2.2.2.
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int res = f.contenu[f.debut];

f.debut (f.debut + 1) % f.contenu.length;
f.vide = f.fin == f.debut; f.pleine = false;
return res;

On rend tous les champs privés (voir section 2.2.1) de sorte que l'utilisateur ne puisse
utiliser directement I'implantation (ce qui rendrait son code sensible & tout changement
de la définition de FIFO). Par contre, ce qui est public, c’est le constructeur, ainsi que

les fonctions d’acces.

On pourrait également écrire une autre classe avec la méme interface (et les mémes
signatures de fonction), mais cette fois ci utilisant une liste chainée en interne :

public class FIFO{
private Liste debut, fin;
public FIFO(int n){ debut = null; fin = null; }
public static void ajouter(int x, FIFO f){
if(F.fin == null)
f.debut = f.fin = new Liste(Xx);
else{
f.fin.suivant = new Liste(X);
f.fin = f.fin.suivant;

}

he
public static int supprimer(FIFO ){

if(f.debut == null) throw new Error("File Vide.");
else{
int res = f.debut.val;
if(f.debut == f_.fin)
f.debut = f.fin = null;
else f.debut = f.debut.suivant;
return res;

Ces deux exemples s’excluent mutuellement, si 'on cherche a garder le méme nom
a la classe. Nous verrons au chapitre 2 que les classes abstraites permettent de décrire
plusieurs implantations réalisant les mémes fonctionnalités. Nous pouvons également
utiliser des interfaces, voir la section 1.3.
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1.2 Programmation par objets

1.2.1 Motivations

Les premiers langages informatiques releévent d’une programmation dite procédurale
ou on applique des fonctions (ou procédures) a des données. La programmation dirigée
par les données (ou programmation par objet) est un paradigme plus récent. Pour
simplifier, la premiere vision du monde est celle de calculs appliqués a des parametres
d’entrée (donc une approche treés fonctionnelle), alors que la seconde considére les objets
comme la quantité importante, et qu'un objet peut posséder ses propres fonctions de
traitement.

En Java, un objet est une instance d’une classe. Il a un état (la valeur de ses champs
de données) et un ensemble de méthodes attachées. Les données statiques (static) sont
partagées par tous les objets de la classe.

Quels avantages a-t-on a programmer objet 7 Méme si la modularité n’impose pas la
programmation objet, celle-ci bénéficie énormément de cette possibilité, tant les deux
ont le méme objectif de rassembler en un méme endroit (du programme) les données
et fonctions applicables a un objet. Un autre avantage est celui de ’héritage : on peut
définir des classes, qu’on va étendre dans un but plus spécifique, et donc aboutir & une
programmation incrémentale, qui nous rapproche de notre objectif de ’écriture de gros
programmes. C’est le cas de PAWT (Abstract Windowing Toolkit) qui permet de faire
des dessins en Java.

On peut se poser diverses questions pour choisir : préfere-t-on controler les fonctions
ou les données ? Les petits programmes peuvent se faire indifféremment dans les deux
styles. Si le programme devient gros (disons au-dela de 10,000 lignes), la programmation
objet a des avantages certains. Entrent alors en ligne de compte des considérations
comme la stratégie de modification ou d’évolution du code, et du c6té incrémental que
cela peut représenter, ce qui est tres prisé dans I'industrie.

La programmation objet est quasi impérative quand on utilise des classes prédéfinies
déja en syntaxe objet (AWT), ce que nous verrons plus loin.

Gardons la téte froide. En derniére analyse, c’est une affaire de goiit. ...

1.2.2 L’héritage par I’exemple

Nous allons considérer ’exemple ultra-classique des points et des points colorés. On
commence par une classe Point qui code un point du plan par ses coordonnées X et

y:

class Point{
double x, y;

}

On décide de créer un nouveau type qui aura la particularité d’étre un point avec
une couleur :
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class PointC extends Point{
final static int JAUNE = 0, ROUGE = 1;
int c;
PointC(double x0, double y0O, int col){
X = x0; y=y0; c¢c =col; // [1]
3
public static void main(String[] args){
PointC pc = new PointC(3, 4, JAUNE);
¥
3

La classe POINtC est une sous-classe de Point. Elle hérite des champs et des
méthodes définis dans sa classe pere, ce qui explique la syntaxe de la ligne [1] : & la
création d’'un POINtC, on a déja a sa disposition les deux champs X et y hérités de la
classe Point.

Complétons 'exemple :

class Point{
double x, y;
static int NP = 1;
static void afficherAbscisse(Point p){

System.out.printIn("P: "+p.x);

}
}

class PointC extends Point{

final static int JAUNE = 0, ROUGE = 1;

int c;

PointC(double x0, double y0O, int col){
X = xX0; y = y0; c = col;

+

public static void main(String[] args){
PointC pc = new PointC(3, 4, JAUNE);
afficherAbscisse(pc);
System.out.printIn("'NP=""+NP) ;

}
}

Il y a conversion implicite de POINtC en Point, dans I'appel de la méthode
afficherAbscisse de la classe Point. D’autre part, la variable statique NP est
elle aussi accessible depuis PointC.

Dans la sous-classe, on ajoute ou on redéfinit des champs ou méthodes : on dit qu’on
a spécialisé (en anglais, c’est ’overriding) ces champs ou méthodes. Par exemple, dans
le code :

class Point{
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static void afficherAbscisse(Point p){
System.out.printin("'Point: "+p.x);

}
}

class PointC extends Point{

static void afficherAbscisse(Point p){
System.out.printIn("'PointC: "+p.Xx);

b

public static void main(String[] args){
PointC pc = new PointC(3, 4, JAUNE);
afficherAbscisse(pc);
Point.afficherAbscisse(pc);

}
}

on a spécialisé dans PoIntC la méthode afficherAbscisse. On peut également
spécialiser des méthodes d’objet :

class Point{

void afficher({
System.out.printin('p: "+x);
b
}

class PointC extends Point{

void afficher(){
System.out.printIn("'pc: "+x);

b

public static void main(String[] args){
PointC pc = new PointC(3, 4, JAUNE);
Point p = new Point();
p-x = 1;

pc.afficher();
p-afficher();
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1.2.3 Propriétés de I’héritage

En Java, 'héritage est dit simple?, c’est-a-dire qu’une classe peut étre sous-classe
d’une autre classe et d’une seule. Par contre, une classe peut avoir plusieurs sous-classes.
Les diagrammes d’héritage sont donc des arbres. Cela facilite grandement le choix de
la méthode a appliquer & un objet, selon le principe suivant : on choisit statiquement la
méthode la plus spécialisée, c’est-a-dire appartenant a la plus petite sous-classe connue
contenant I’objet.

La classe pére est accessible par le mot clef super (un peu comme si 'on écrivait
(ClassePere)this); on ne peut l'utiliser que dans des méthodes d’objets : super.f
est la méthode F de la classe parente; super() (avec d’éventuels arguments) est le
constructeur (appelé par défaut) de la classe parente. Par exemple :

class PointC extends Point{
final static int JAUNE = 0, ROUGE = 1;
int c;
PointC(double x0, double y0O, int col){
super(); // facultatif
X = x0; y =y0; ¢ = col;
+
public static void main(String[] args){
PointC pc = new PointC(3, 4, JAUNE);
+
}

Dans le cas d'un constructeur explicite pour la classe pére, on est obligé d’appeler
super :

class Point{
double x, y;
Point(double x0, double y0){
X = X0; y = yO;
+
}

class PointC extends Point{

final static int JAUNE = 0, ROUGE = 1;

int c;

PointC(double x0, double y0O, int col){
super(x0, y0); // nécessaire
c = col;

b

public static void main(String[] args){
PointC pc = new PointC(3, 4, JAUNE);

+

3contrairement & C++, Smalltalk ou Ocaml, dans lesquels ’héritage est multiple.
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1}

Exemple. En Java, on peut masquer des champs. Par exemple, le code suivant est
(malheureusement ?) licite :

class PointC extends Point{
final static int JAUNE = 0, ROUGE = 1;
int x;
int c;

Le nouveau X masque ’ancien, qui est toujours accessible par super.

1.2.4 Controle d’acces et sous-classes

Les champs ou méthodes d’une classe peuvent étre :
— public pour permettre 'acces depuis toutes les classes ;

— private pour restreindre 'acces aux seules expressions ou fonctions de la classe
courante ;

— par défaut pour autoriser I'acces depuis toutes les classes du méme paquetage ;

— protected pour restreindre I'acces aux seules expressions ou fonctions de sous-
classes de la classe courante.

— Un champ Final ne peut étre redéfini (on peut donc optimiser sa compilation).

— une classe Final ne peut étre spécialisée, c’est le cas de la classe String par
exemple.

— une méthode peut étre déclarée Final (pas besoin de déclarer toute la classe
final).
Les méthodes spécialisées doivent fournir au moins les mémes droits d’acces que les
méthodes originellement définies.

1.2.5 Un peu de typage
Théorie

Rappelons qu’un type est un ensemble de valeurs partageant une méme propriété.
En Java, il y a des types primitifs : int, char, etc; une classe est un type. On a déja
rencontré des classes prédéfinies comme la classe String.

Comment le compilateur vérifie-t-il le typage 7 Il s’agit d’une vérification statique
(a la compilation) contrairement au typage dynamique (a 'exécution). L’intérét du
typage statique est de permettre la détection d’erreurs le plus tot possible, mais aussi
d’optimiser le code, et d’assurer une certaine sécurité (pas d’atteinte & la mémoire
par exemple). Le typage dynamique peut étre dans certains cas plus précis (prendre
lexemple du cas de i1f(a) return 1; else return false;).
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Il n’est pas question ici de faire un cours de théorie des types. Nous renvoyons
au cours Principes des Langages de Programmation d’année 3, ainsi qu’aux livres de
Benjamin Pierce ou de Abadi-Cardelli.

Et en Java

En Java, chaque objet possede un certain type lors de sa création. L’opérateur
instanceof teste 'appartenance d’un objet & une classe. Ainsi :

if(p instanceof PointC)
System.out.printin (couleur = " + p.c);

Donc I'expression (PointC)p équivaut a :

if(p instanceof Point(C)
P
else
throw new ClassCastException();

On parle de sous-classe comme on parle de sous-type. On note z : ¢t pour dire que x
est de type t et t <: t’ signifie x : t = x : t/ pour tout z. On dit que ¢ est un sous-type de
t’. En Java, les types suivants sont des sous-types les uns des autres, et il y a conversion
explicite si nécessaire :

byte <: short <: int <: long

float <: double

char <: int <: long

Une classe est un type; une sous-classe un sous-type. On propage la notation :
C <: (" si C est une sous-classe de C”.

Ex. PointC <: Point

On a déja dit qu’en Java, I’héritage était simple. Il existe ainsi un arbre qui contient
toute la hiérarchie des classes, dont la racine est la classe Object :

vYC C <:0bject

(C est une classe ou un tableau quelconque). Les méthodes de Object sont
clone, Finalize, getClass, hashCode, notify, notifyAll, wait,
equals, toString
Seules equals, toString, Finalize peuvent étre redéfinies. Comme conséquence
de ce qui précede, tous les objets contiennent ces méthodes.
Comment se raccrochent les types primitifs dans ce tableau? On convertit les sca-
laires int, Float, char, ... en objets avec un « conteneur »(autoboxing) :

int x = 3;
Objet xobj = new Integer(x);
int y = xobj.intvalue();
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Quelques exemples extrémes

Le code qui suit est valide, mais est (souvent) déconseillé* :

class A{
int x;
AO{ x =1; }

}

class B extends A{
BO{ x=2; }

public static void main(String[] args){
B b= new BQ;
A a = new BQ;
System.out.printin(b.x);
System.out.printin(a.x);

}
}

Le programme affiche :

2
2

Le type créé de a est B, mais son type apparent est A. La conversion A a = new B()
marche puisque B est sous-classe de A.
Cette propriété permet d’écrire :

class Point{
double x, y;
static void translation(Point p,
double dx, double dy){
p-x += dx; p.y += dy;
+
}

class PointC extends Point{

final static int JAUNE = O, ROUGE = 1;

int c;

PointC(double x0, double y0O, int col){
X = x0; y = y0; c = col;

he

public static void main(String[] args){
PointC pc = new PointC(3, 4, JAUNE);
translation(pc, 1, 2);

+

4Cette section peut étre sautée en premiére lecture.
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1}

Par contre, le code suivant ne peut marcher :

class Point{
static Point translation(Point p,
double dx, double dy){
Point pt = new Point();
pt.x = p.x + dx; pt.y = p.y + dy;
return pt;
+
}

class PointC extends Point{

public static void main(String[] args){
PointC pc = new PointC(3, 4, JAUNE);
pc = (PointC)translation(pc, 1, 2);

+

}

Il n’y a pas de conversion pere — fils. La compilation marche (avec le cast), mais
pas l'exécution (ClassCastException).

Héritage et surcharge

La surcharge est déterminée a la compilation. On parle de liaison retardée : I’héritage
permet d’appeler une méthode de la méme classe sans savoir exactement quelle sous-
classe va l'instancier.

Pour illustrer cette notion, on demande quelle est la valeur affichée par le programme
suivant ?

class C{
void TQO{
90:
b

void gOf{
System.out.printin(l);
}

}

class D extends C{

void gO{
System.out.printin(2);
}

public static void main(String[] args){
D x = new DQ);
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x.FQ;
}
}

La réponse est 2. En effet, que se passe-t-il 7 Le compilateur ne se plaint pas, car a la
création, X étant de type D <: C, il possede bien une méthode T. A I’exécution, on
utilise la regle suivant laquelle on applique la méthode de la plus petite classe possible
contenant X, ici la classe D, qui a bien une méthode g, qui affiche 2!

Notons que ce genre de propriété est difficile a utiliser quand on débute. Il n’accroit
pas la lisibilité du code non plus, et donc nous engageons le programmeur & ne 'utiliser
que quand la situation ’exige, et elle peut tres bien ne jamais se produire. . .

Exercice 1.2.1 Quel est le résultat produit par le programme suivant quand 7,7’ €
{A,B} et U, U € {A,B} avec T <: T et U' <: U ?

class A{
public static void main(String[] args){
T x=new T"Q; Uy = new UQ;
System.out.println (xX.f(y)):
he

int f(Ay) { return 1; }
s

class B extends A{
int f(B y) { return 2; }

}

1.3 Les interfaces de Java

Les interfaces a la Java permettent de passer des contrats entre programmeurs...
Par exemple, on peut imaginer une interface décrivant ce qu’on attend d’une voiture,
laissant une implantation particuliere a chaque constructeur.

Une interface possede les propriétés suivantes :

— tous les champs sont indéfinis. Ses champs de données sont constants ; ses métho-

des sont abstraites et publiques.

— Une interface peut spécialiser une autre interface.

Une classe peut implémenter une ou plusieurs interfaces.
Il n’y a pas de fonctions statiques, ou champs de données modifiables dans une
interface.

— Les interfaces sont une bonne maniere d’exiger la présence de certains champs

dans une classe.

Reprenons 'exemple de la FIFO. On peut définir une interface qui décrit les pro-
priétés attendues d’une FIFO :
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interface FIFO{
boolean estVide();
void ajouter(int x);
int supprimer(Q);

On peut alors en réaliser deux implantations distinctes :

public class FIFO_T implements FIFO{
private int debut, fin;
private boolean pleine, vide;
private int[] contenu;

public FIFO_T(int n){
debut = 0; fin = 0;
pleine = n == 0; vide = true;
contenu = new int[n];

b

public boolean estVide(){
return vide;

}

public void ajouter(int x){
if(pleine) throw new Error(""File Pleine.");
contenu[fin] = Xx;
fin = (fin + 1) % contenu.length;

vide = false; pleine = fin == debut;

b

public int supprimer(){
if(vide)

throw new Error('File Vide.");

int res = contenu[debut];
debut = (debut + 1) % contenu.length;
vide = fin == debut; pleine = false;
return res;

b

}

et celle utilisant une liste :

public class FIFO_L implements FIFO{
private Liste debut, fin;
public FIFO(int n){ debut = null; fin = null; }
public boolean estVide(){
return (debut == null);

}
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public void ajouter(int x){
if(fin == null)
debut = fin = new Liste(X);
else{
fin.suivant = new Liste(X);
fin = fin.suivant;
}
b
public int supprimer(){
if(debut == null) throw new Error('File Vide.');
else{
int res = debut.val;
if(debut == fin)
debut = fin = null;
else debut = debut.suivant;
return res;

On peut alors écrire un algorithme général qui utilise les F1FO :

public class C{
public static void Algo(FIFO ){
while(? f.estVide()){
int x = f_.supprimer();
System.out.printin(x);
}
}
public static void main(String[] args){
FIFO_L L = new FIFO_L(10);
for(int 1 = 0; 1 < 10; i++)
L.ajouter(i);
Algo(L);
FIFO_T T = new FIFO_T(20);
for(int i = 0; 1 < 10; i++)
T.ajouter(i);
Algo(T);

En clair, on peut utiliser une interface comme un type.
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1.3.1 Spécialisations multiples

Donnons encore un autre exemple, ot on spécialise deux interfaces a la fois. On va
se donner une interface de pile :

interface Pile{
boolean estVide();
void empiler(int x);
void depiler(Q);

}

On peut réaliser une classe de liste qui implante les deux et qui va utiliser un
tableau :

public class MaListe implements FIFO, Pile{
private int debut, fin;
private boolean pleine, vide;
private int[] contenu;

MaListe(int n){
debut = 0; fin = 0;
pleine = n == 0; vide = true;
contenu = new int[n];

}

boolean estVide(){ ... } // méme signature pour FIFO et Pile!
void ajouterOQ{ ... }

int supprimerQ{ --- }

void empiler(int xX){ ... }

int depiler(int x){ ... }

On peut alors imaginer un programme de distribution de cartes :

public class Jouer{
public static void main(String[] args){

MaListe jeu = new MaListe(32);

for(int 1 = 0; 1 < 32; i++)
jeu.ajouter(i); // on enfile dans 1’ordre O, 1, ..., 31

while(! jeu.estVide()){
// on affiche dans 1’ordre 0, 1, ..., 31
System.out.printin(Jeu.depiler());

}
}
}

Nous ne sommes plus tres loin de la classe prédéfinie LinkedList.
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1.4 Les génériques de Java

Java possede (depuis la version 5.0) une notion de polymorphisme, ce qui permet
d’écrire une seule fois certaines classes, comme par exemple une classe de liste d’objets®.
Pour assurer la réutilisabilité du code, il est commode de fabriquer du code général,
mais qui peut conduire & des problemes, qui ne seront détectés qu’a ’exécution.
L’exemple de base est :

public class Box {
private Object object;

public void add(Object object) {
this.object = object;
+

public Object get() {
return object;

}

}

qui se contente mettre un objet dans une boite. On peut alors place n’importe quel
type d’objet dans la boite :

public class BoxDemol {
public static void main(String[] args) {

// ONLY place Integer objects into this box!
Box i1ntegerBox = new Box();

integerBox.add(new Integer(10));
Integer somelnteger = (Integer)integerBox.get();
System.out.printin(somelnteger);
+
}

Ce code ne nécessite pas de cast, puisque tout type est sous-type d’Object, donc on
peut convertir un fils en son peére sans probléme.
Malheureusement, rien n’interdit d’écrire également :

public class BoxDemo2 {

public static void main(String[] args) {

®Nous nous inspirons ici trés fortement d’un des tutoriaux de Sun, http://java.sun.com/docs/
books/tutorial/java/generics/generics._html.
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// ONLY place Integer objects into this box!
Box integerBox = new Box();

// Imagine this is one part of a large application
// modified by one programmer.
integerBox.add(*'10"); // note how the type is now String

// ... and this is another, perhaps written
// by a different programmer
Integer somelnteger = (Integer)integerBox.get();
System.out.printin(somelnteger);
}
}

qui va se compiler correctement (car String est sous-classe d’Object lui aussi). Mais
a lexécution :

Exception in thread "main"
jJava. lang.ClassCastException:
jJava.lang.String cannot be cast to java.lang.Integer
at BoxDemo2.main(BoxDemo2. java:6)

Java implante un type de polymorphisme qui nous protege contre ce genre d’erreur :

public class Box<T> {
private T t; // T stands for "Type"

public void add(T t) {
this.t = t;
}

public T get( {
return t;
}
}

qui permet d’écrire :

public class BoxDemo3 {

public static void main(String[] args) {
Box<lnteger> integerBox = new Box<Integer>();
integerBox.add(new Integer(10));
Integer somelnteger = integerBox.get(); // no cast!
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System.out.printin(somelnteger);

}

Remarquez la syntaxe

Box<Integer> integerBox = new Box<Integer>();

qui permet de définir une boite d’Integer. En cas d’écriture erronnée, on obtiendra
une erreur a la compilation :

BoxDenn3. j ava: 5: add(java.lang.|nteger) in Box<java.l ang.|nteger>

cannot be applied to (java.lang. String)
i nt eger Box. add("10");

1 error

Le symbole T est une sorte de parametre de type, qui n’apparait pas sous forme de
T.class a aucun endroit.

On peut définir des boites a types multiples simplement en utilisant des symboles
différents : Box<T,U> .

Par convention, on utilise des symboles mono-caracteres en majuscule suivant le
tableau

= E - Element (used extensively by the Java Collections

Framework)
* K - Key
* N - Number
= T - Type
* V - Value
*= S,U,V etc. - 2nd, 3rd, 4th types

On peut également écrire des interfaces génériques, comme :

public class LinkedList<E> ... {

void add(int i, ExX) { ... }

E get(int 1) { -.. }

E getFirstQ { -.. }

Listlterator<e> listlterator(int 1) { ... }
}
public interface Listlterator<g>

extends lterator<kE> ... {
boolean hasNext();
E next();

}

Par exemple, une liste d’entiers sera simplement utilisée de la facon suivante :
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LinkedList<Integer> L = new LinkedList<Integer>();
L.add(1);

Signalons un inconvénient (expliqué dans la documentation de Sun). On ne peut
écrireE X = new EQ; ouE[] t = new E[10]; pour des raisons de typage. Cela
nous conduira & quelques contorsions plus loin, mais ces classes sont tres faciles a utiliser
malgré tout.

1.4.1 Restreindre a certains types

Comment empécher I'utilisation d’un type trop général 7 Il suffit de donner une
borne supérieure au type utilisable, comme dans

public class Box<T extends Number> {

On ne pourra alors utiliser la boite que pour des sous-classes de la classe Number.
On aurait la méme syntaxe pour des interfaces.
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Chapitre 2

Introduction au génie logiciel

Apres avoir écrit un programme tout seul, il faut maintenant songer a ’étape sui-
vante, I’écriture a 2, avant peut-étre de participer a une aventure plus ambitieuse. Les
quelques lignes qui suivent vous donneront quelques idées sur le sujet et nous revien-
drons sur I’apport de Java a la fin du chapitre.

2.1 Généralités

2.1.1 Quelques chiffres

Le code source de Windows XP représente 50 millions de lignes de code, Linux
environ 30 millions. Comment peut-on gérer autant de lignes de code, et autant de
programmeurs supposés 7

Dans un article des Communications of the ACM (septembre 2006), des données
rassemblées par le Quantitative Software Management sont présentées. L’étude a porté
sur 564 projets récents, réalisés dans 31 entreprises dans 16 branches dans 16 pays. Il
en ressort qu’'un projet moyen requiert moins de 7 personnes pour une durée inférieure
a 8 mois, pour un coit moyen inférieur a 58 homme-mois, avec comme langage encore
majoritaire COBOL, en passe d’étre détroné par Java, représentant moins de 9,200
lignes de code.

Depuis 'avenement de 'informatique, de nombreux chercheurs et praticients s’in-
terrogent sur les aspects d’organisation des gros programmes en grosses (?) équipes.
Une des bibles de référence est toujours [4].

2.1.2 La chaine de production logicielle

Le schéma qui suit permet de comprendre les différentes phases de la création d’un
logiciel conséquent.

35
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Spécification du produit Division en sous-systemes
Structures de données
et algorithmes

Planification du travail Découpage en modules

Architecture du programme

Architecture détaillée

Programmation

Débogage

Validation /Tests

Maintenance

Comme on peut le constater, un logiciel ne se résume pas a la programmation.
Malgré tout, la phase de programmation reste I’endroit ou on a le plus de prise sur le
produit.

La phase de spécification est importante et conditionne le reste. Les problemes que
I’on doit se poser sont généralement :

— Que doit faire le programme ? Qui doit 'utiliser ?

— Quelles sont les opérations spécifiques 7

— Quel doit étre le temps de réponse ?

La documentation d’un programme (petit ou gros) est fondamentale. Il faut com-
mencer a ’écrire des le début, avec mise a jour a chaque fois qu’on écrit une fonction.

Une architecture excellente peut étre gatée par une programmation médiocre ; une
excellente programmation ne peut pas rattraper complétement une architecture désas-
treuse.

Zoomons un peu sur cette phase, qui restera pour votre PI une des phases centrales.
La division en sous-systémes permet de se mettre d’accord sur l'interface (ici pris au
terme d’entrée des données, formatage des sorties) en liaison avec le moteur du pro-
grammes (fabriquant les données de sortie). Cette phase recense également les bases de
données, les problemes de communications, I'aspect graphique; etc.

C’est dans cette phase que la modularité s’exprime le mieux. On cherche toujours
la simplicité, mais aussi une forme de protection contre les changements (surtout dans
'interface). Cela permet de réaliser une bonne division du travail et de minimiser les
interactions.

2.1.3 Déboguer

Déboguer est un art qui demande patience, ingéniosité, expérience, un temps non
borné et. ..du sommeil !

Il est bon de se répéter les trois lois du débogage des que tout va mal :

— tout logiciel complexe contient des bogues;
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le bogue est probablement causé par la derniere chose que vous venez de modifier ;

— si le bogue n’est pas la ou vous pensez, c’est qu’il est ailleurs;

— Un bogue algorithmique est beaucoup plus difficile a trouver qu'un bogue de

programmation pure.

— On ne débogue pas un programme qui marche !

Au-dela de ces boutades, déboguer releve quand méme d’une démarche scientifique :
il faut isoler le bogue et étre capable de le reproduire. Déboguer est donc tres difficile
dans les programmes non déterministes (attention aux générateurs aléatoires — mieux
vaut les débrancher au départ ; parallélisme, calculs distribués, etc.).

2.1.4 Tester

Le test d’un programme est une activité prenante, et nécessaire, du moins quand
on veut réaliser un programme correct, et non pas un produit a délivrer au client, avec
les bogues corrigés s’il paie pour avoir les upgrades. . .

Les tests de fonctionnalité du programme sont impératifs, font partie du projet
et sont de la responsabilité immédiate du programmeur. Plus généralement, on parle
d’alpha test pour désigner les tests faits par I’équipe de développement ; le code est
alors gelé, seuls les bogues corrigés. En phase de beta test, les tests sont réalisés par des
testeurs sélectionnés et extérieurs a I’équipe de développement.

Ecrire des tests n’est pas toujours facile. Ils doivent couvrir tous les cas normaux ou
anormaux (boite de verre, boite noire, etc.). Souvent, tester toutes les branches d’un
programme est tout simplement impossible.

2.1.5 Analyser les performances (benchmarks)

Mesurer la vitesse de son programme est également une bonne idée. Méme si tous les
programmes du monde ne peuvent se terminer par retour chariot, essayer de comprendre
ol on passe sont temps est primordial, et un programme rapide est plus vendeur.

On peut écrire un programme de test qui affiche les parametres pertinents. On peut
tester 2 fonctions et produire deux courbes de temps, qu’il reste & afficher et commenter
(xgraphic ou gnuplot en Unix).

Si I'algorithme théorique est en O(n?), on teste avec n, 2n, 3n et on regarde si le
temps varie par un facteur 4, 9, ... Si non, on regarde fonction par fonction.

Il ne reste plus qu’a commenter, déduire, etc. Cela exprime le coté expérimental de
I'informatique.

2.1.6 Architecture détaillée

Etudiez Darchitecture soigneusement et vérifiez qu’elle marche avant de continuer.

La méthode généralement employée est celle de I'analyse descendante et du raffi-
nage. Prenons I'exemple simple du comptage du nombre de mots dans un fichier. Les
actions nécessaires sont :

— ouvrir le fichier;

— aller au début du fichier;
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— tant que la fin du fichier n’est pas atteinte
— lire un mot ;
— incrémenter le nombre de mots ;

— afficher le nombre de mots;

— fermer le fichier.

On peut encore raffiner : comment lire un mot, etc.

Rajoutons quelques regles :

— Toujours commencer par le commencement (!);

— oublier Java (temporairement) ;

— repousser les détails de programmation au plus tard possible;

— ne pas descendre de niveau tant que vous n’étes pas convaincu(e)s que le niveau
actuel est satisfaisant ;

— si un probleme apparait, c’est sans doute qu’il trouve sa source au niveau immé-
diatement supérieur. Remonter et régler le probleme.

2.1.7 Aspects organisationnels
Planification du travail

Dans son bestseller, The mythical Man-Month, F. P. Brooks (qui a congu le systeme
d’exploitation de 'IBM 360, au début des années 1970), donne quelques régles empi-
riques pour un "bon” projet.

La répartition du temps devrait étre celle-ci :

— 1/3 de spécification ;

— 1/6 de programmation ;

— 1/4 de test (alpha);

— 1/4 d’intégration et test (beta).

Il faut également garder en téte la fameuse courbe suivante, qui décrit I’état d’avan-
cement vers le but final :

Fonctionnalité

100%

90%

50%  Temps

2.1.8 En guise de conclusion provisoire. ..

Un programme ressemble & un pont :
— Plus le projet est grand, plus il faut soigner I'architecture et le planning. Les
probléemes humains ne peuvent étre négligés.
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— Découvrir les erreurs tres vite est essentiel (ou la découverte tardive est catastro-
phique).

— Les erreurs peuvent étre désastreuses (Ariane 5 — 1 milliard de dollars).

— Utiliser des préfabriqués permet de gagner du temps.

Un programme n’est pas un pont :

— Le logiciel est purement abstrait ; il est inwvisible, car il n’est vu que par son action
sur un matériel physique.

— Le logiciel est écrit pour étre changé, amélioré.

— Le logiciel est en partie réutilisable.

— Le logiciel peut étre testé a tout moment de sa création.

2.2 Génie logiciel en Java

2.2.1 Paquetages et espace des noms
Définition et construction

En Java, il existe déja de nombreuses structures de données = objets (ou tableaux).
Cela fait beaucoup de classes, de fichiers .class, et un fort risque de collisions dans
I’espace des noms.

D’ou I'idée de rassembler les classes en paquetages (en anglais, package). La syntaxe

d’utilisation est la suivante :
package ma_libl; package ma_lib2;

public class FIFO{...} public class FIFO{...}
Pour utiliser un paquetage pour 'utiliser, on doit ’importer :

import ma_libl.FIFO;
class Test{
public static void main(String[] args){
int n = Integer.parselnt(args[0]);
FIFO ¥ = new FIFO(n);
FIFO.ajouter(l, T);
+
}

L’instruction

package idy.ids..... idg ;

qualifie les noms des champs publics d’une unité de compilation, comme par exemple
— ma_libl.FIFO, ma_libl.FIFO.ajouter, ma_libl.FIFO.supprimer
(premier paquetage)
— ma_lib2.FIFO, ma_lib2.FIFO.ajouter, ma_lib2_FIFO.supprimer
(deuxiéme paquetage)
On référence ces champs publics avec leurs noms qualifiés (classe Test) ou avec
une forme courte si on importe la classe avant son utilisation
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import id;.ids..... id,..C';

ou C est un nom de classe ou le symbole * pour importer toutes les classes d’un
paquetage.
L’emplacement des paquetages dépend de deux parametres :
— le nom idq.ids. . ... id, qui désigne 'emplacement id; /idy/ ... /id; dans arbores-
cence des répertoires du systeme de fichiers.

— la wvariable d’environnement CLASSPATH qui donne une suite de racines a ’arbo-
rescence des paquetages.
La valeur de CLASSPATH est fixée par une commande Unix :

set env CLASSPATH ".:$HOW i nf 431: /users/ profs/infol/ chassi gnet/Jaxx"

(pour csh, tcsh) ou

export CLASSPATH=".: $HOWE/ i nf 431:/users/ profs/infol/chassignet/Jaxx"

(pour sh, bash).
Un fichier . java démarre souvent comme suit :

package ma_libl;
import java.util.=*;
import java.io.*;
import java.awt.=*;

Cette unité de compilation fera partie du paquetage ma_l1b1l et importe les pa-
quetages :
— Java.util qui contient des classes standards pour les tables, les piles, les ta-
bleaux de taille variable, etc.

— Java. 10 qui contient les classes d’entrées-sorties.
— Java.awt qui contient les classes graphiques.

— Java.math qui contient les classes mathématiques.

On renvoie a la liste des paquetages dans la page web du cours. Si aucun paquetage
n’est précisé, 'unité de compilation fait partie du paquetage anonyme localisé dans le
répertoire courant.

Controle d’acceés

Pour les membres d’une classe, il y a trois types d’acces :

— public pour permettre ’acces depuis toutes les classes ;

— private pour restreindre 'acces aux seules expressions ou fonctions de la classe
courante ;

— par défaut pour autoriser I’acces depuis toutes les classes du méme paquetage (cf.
section 2.2.1).

Pour les membres d’un paquetage, il y a deux types d’acces :
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— une classe publique peut étre accédée de 'extérieur de son paquetage ;

— une classe sans qualificatif n’est accessible que depuis son paquetage ;

— de l'extérieur du paquetage, double-protection : classe et champ doivent étre
publics ;

— Remarque : le class loader ne vérifie pas cette discipline, car il accede a la
méthode main sans que sa classe ne soit publique!

— une seule classe publique C' par unité de compilation
= une seule classe publique par fichier C'. Java
(Certains compilateurs sont laxistes. Mais mieux vaut privilégier la portabilité)

Utilisation des .jar (java archive)

Un fichier .jar est une forme compressée des répertoires. Un .jar contient une
arborescence de paquetages en un seul fichier (cf. la commande Unix jar). Les fichiers
-Z1p sont aussi utilisables.

2.2.2 Classe abstraite

On veut permettre 'implantation de deux interfaces de modules de deux facons
différentes. On sépare (comme dans le cas de la FIFO), la partie spécification, de la
partie implantation. On pourra ainsi écrire (en utilisant une syntaxe objet) :

public abstract class FIF0O{
public abstract void ajouter(int x);
public abstract int supprimer();

}

dont on aura deux implantations :

public class FIFOTAB extends FIFO{
private int debut, fin;
private boolean pleine, vide;
private int[] contenu;

public FIFO(int n){
debut = 0; fin = O;
pleine = n == 0; vide = true;
contenu = new int[n];
he
public void ajouter(int x){
if(pleine)
throw new Error('File Pleine.');
contenu[fin] = Xx;
fin = (fin + 1) % contenu.length;
vide = false; pleine = fin == debut;

}
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public static int supprimer(Q{

if(vide)
throw new Error("'File Vide.");

int res = contenu[debut];
debut = (debut + 1) % contenu.length;
vide = fin == debut; pleine = false;
return res;

b

}

et

public class FIFOLIB extends FIFO{
private Liste debut, fin;
public FIFO(int n){ debut = null; fin = null; }
public void ajouter(int x){
if(fin == null)
debut = fin
else{
fin.suivant = new Liste(X);
fin = fin.suivant;

new Liste(x);

}

}
public int supprimer(){

if(debut == null) throw new Error("File Vide.');
else{

int res = debut.val;

if(debut == fin)

debut = fin = null;

else debut = debut.suivant;

return res;
3

}
}

qu’on pourra utiliser sans probleme dans :

public class TestFIFO{
public static void main(String[] args){
FIFOTAB ¥ = new FIFOTAB(10);
f.ajouter(l);
FIFOLISTE g = new FIFOLISTE(10);
g-ajouter(l);
int x = g.supprimer();
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Enumérons quelques propriétés des classes abstraites :
— Une classe abstraite contient des champs indéfinis.

— On ne peut pas créer d’instances de classes abstraites.

— Permet d’utiliser des types disjonctifs (comparer avec les types somme de Caml,
les variantes de Pascal ; les union de C).
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Chapitre 3

Complexité et structures de
données

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques notions simples de complexité. Pour
illustrer les concepts, nous rappelerons les structures de données élémentaires vues
dans les cours précédents, en insistant sur leur complexité en terme d’acces, insertion
ou suppression. Nous indiquerons également sous quelle forme elles sont disponibles en
Java dans 'annexe 14.

3.1 Complexité élémentaire

3.1.1 Introduction

La recherche en algorithmique porte sur I’élaboration d’algorithmes résolvant un
probleme donné. La comparaison des différentes méthodes proposées repose générale-
ment sur le temps de calcul des différentes approches. On peut se pencher sur ’analyse
exacte de ’algorithme, son cott asymptotique, son cout moyen ou dans le cas le pire,
ou bien s’attacher a sa facilité d’implantation (c’est la plus subjectif). Le cotut peut étre
un colit en temps aussi bien qu’en espace. Si T'(n) est le coit d’un algorithme opérant
sur des entrées de taille n, on appelle cotit amorti la quantité T'(n)/n. Nous verrons
que beaucoup d’algorithmes sur les graphes ont un coit amorti O(1).

Etre capable d’estimer le cout théorique d’un algorithme est important. Quand on
I'implante, cela permet de vérifier qu’il évolue bien en fonction de ce que prédit la
théorie.

Trouver des parametres pertinents pour analyser un algorithme n’est pas toujours
simple et demande souvent un peu de métier. Dans les exemples que nous rencontrerons,
nous justifierons le choix du ou des parametres.

Un sujet encore plus poussé est celui du temps minimum pour résoudre un probleme
donné; la recherche de bornes inférieures est tres difficile et possible seulement dans un
petit nombre de cas. On peut aussi essayer de classifier les problémes en fonction de
leur difficulté, mais ce sujet sera abordé en année 3.

45
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3.1.2 Calculs élémentaires de complexité

Ce que l'utilisateur veut généralement est le temps que va prendre son ordinateur
pour résoudre un probléme donné. Evidemment, entrent en ligne de compte les perfor-
mances de la machine. On les abstrait généralement en les cachant dans les constantes
d’implantation. On reste & un niveau théorique en remplagant le temps par le nombre
d’opérations élémentaires effectuées (affectations, comparaisons, +, *, etc.). Il suffirait
de mesurer le temps pris par celles-ci sur une machine donnée pour pouvoir extrapoler
le temps pris sur 'ordinateur cible.

Enumérons quelques regles courantes :

1. La complexité d’une affectation, opération de lecture ou d’écriture est générale-

ment de O(1). C’est surtout vrai pour les types primitifs.

2. Le colt est considéré étre additif : le cotit de deux instructions indépendantes
est T(P;Q) = T(P) + T(Q). Le colit d’une itération est plus généralement :
T(for(i = 0; 1< n;i++) P(i);) = N0y T(P(3)).

3. Le cott d’une instruction conditionnelle est le maximum des cotlts des deux
branches (si le calcul de la condition est négligeable). On peut faire mieux si
on connait la probabilité de passer dans 'une ou 'autre branche pour évaluer le
colit moyen.

Souvent, on compare le comportement asymptotique de deux algorithmes. Rappe-

lons que si f, g sont deux fonctions & valeur > 0, on écrit f = O(g) si et seulement si le
rapport f/g est borné a l'infini :

dng, 3JK, Vn=>=ng, 0< f(n)<Kgn).

De telles comparaisons asymptotiques conduisent généralement a isoler les cotts
dominants dans ’algorithme.

Donnons un exemple, celui de la multiplication de matrices. Soient A et B deux
matrices n X n a coefficients entiers et C' = AB. Rappelons que :

n—1

Vi, j,cij= E @i, kb, j-
k=0

Le code Java correspondant est :

static int[][] multCGint[][1 A, int[][] B){
int n = A_length;
int[][1 C = new int[n][n];

for(int i = 0; i < n; i++)
for(int j = 0; J < n; j++)
for(int k = 0; k < n; kt++)

CLill1 += AL1[Kk] = BLKILi1;

return C;

}
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Il est clair que le programme fait trois boucles For imbriquées, donc le cout est
O(n?) multiplications, et O(n?) additions. Il est courant de supposer qu’une multipli-
cation est plus couteuse qu'une addition, donc on se contentera de considérer que la
multiplication de matrices cotite O(n?).

Pour la petite histoire, Strassen a montré qu’il existe un algorithme qui demande
O(n'°%2 ") multiplications. Il est classique de conjecturer que I’algorithme optimal a une
complexité O(n*) avec w > 2. Le record actuel est toujours 2.38 (D. Coppersmith et
S. Winograd). Les optimistes pensent que w = 2 est la bonne valeur (il y a des progres
récents liés & la théorie des groupes, qui iraient dans ce sens!). C’est un domaine de
recherche actif de chercher a faire diminuer w. Notons que beaucoup d’algorithmes,
notamment de calcul formel, peuvent se ramener a la multiplication de matrices, ce qui
en fait une primitive incontournable.

Citons d’autres exemples en vrac. Les meilleurs algorithmes de tri de n objets par
comparateur ont une complexité en O(nlogn) : c’est le cas de heap sort, merge sort,
et quicksort (en moyenne). Trouver un élément dans une liste de taille n cotite O(n)
opérations. Rechercher un élément dans un tableau trié cotite O(log n) (par dichotomie).
Enumérer tous les éléments de {0,1}" prend O(2"), ce qui fournit un exemple simple
de probleme difficile, dont le temps de calcul est doublement exponentiel en la taille de
Iinput et linéaire en la taille de la sortie.

3.2 Structures de données

Lors des cours précédents, des structures aussi simples que tableaux, listes et arbres
ont été présentées, et des résultats prouvés sur leurs performances en temps d’acces.
Nous allons prendre un point de vue dual. Soit E un ensemble de n objets (que nous
supposerons tous distincts). Quelles sont les représentations possibles de E et leurs
différentes propriétés.

Dans la suite du cours, nous utiliserons ces structures de base pour représenter les
graphes, mais également pour enrichir les graphes avec des propriétés particulieres. Le
choix d’une bonne structure d’accompagnement sera crucial dans la performance de
certains algorithmes (Dijkstra par exemple).

3.2.1 Représentation des ensembles

On suppose que 'on veut stocker ou supprimer un élément, et tester si un élément
appartient a F. Si on représente I/ par un tableau de taille n, ajouter un élément est
facile, si on garde l'indice de la derniére case occupée. Retrouver (ou supprimer) un
élément coutera O(n). Si un ordre sur les éléments est connu, on peut maintenir le
tableau trié, ce qui nous donnera un cott de recherche ou suppression en O(logn). 1l
n’en reste pas moins que la gestion des places vides peut étre compliquée.

Si on utilise une liste, les cotits d’insertion et suppression seront également en O(n),
mais la place sera toujours calculée au plus juste. Un ordre sur les éléments pourra

http://www.cs.caltech.edu/~umans/papers/CKSUO5 . pdf
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aider un peu, au prix de la complication du code.

Utiliser un arbre est possible si un ordre est connu. Cela garantira un cott d’inser-
tion/suppression /recherche en O(logn), en équilibrant les arbres (AVL) ou par d’autres
technique (arbres bicolores, etc.). La taille du stockage augmente un peu (il faut stocker
les pointeurs — liens des noeuds dans larbre). Les programmes résultants peuvent étre
compliqués.

La technique la plus efficace est celle du hachage. Elle permet d’avoir un cout d’in-
sertion/suppression/recherche en O(1), ce qui est optimal comme on s’en convaincra.
L’idée consiste & associer de maniére unique un entier a chaque objet, ce qui permettra
de le repérer facilement dans un tableau. La difficulté est de trouver une bonne fonction
de hachage. Une technique standard consiste & associer a un objet une représentation
sous forme d’une chaine de bits, puis a appliquer une fonction de transformation pour
en tirer un petit entier. Il faut souvent ajouter un peu d’espace pour avoir du hachage
efficace (disons une petite constante fois n).

3.2.2 Piles, files, tas

Les piles et les files permettent des opérations rapides sur des cas particuliers d’en-
semble. Une pile permet de stocker le dernier élément arrivé avec un cout O(1) et de
le retirer avec le méme cout. La file permet de stocker le dernier arrivé en O(1) et de
retirer le premier arrivé en O(1) également.

Une file de priorité permet de stocker les éléments de F de sorte que le minimum
soit trouvable en O(1) et les couts de mise a jour (insertion ou suppression) en O(logn).
Les implantations les plus courantes utilisent un fas.
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Graphes

49






Chapitre 4

Propriétés élémentaires des
graphes

4.1 Introduction

Une partie importante de tout systeme d’informations consiste a modéliser les
données ou les propriétés du systeme. Si les données sont indépendantes, on peut les
représenter par un ensemble, qui sera implanté par exemple dans un tableau ou une
liste. Si un lien hiérarchique simple est mis en évidence, on peut stocker les informa-
tions sous forme d’arbre (hiérarchie par exemple). Que faire quand les liens sont plus
complexes, comme par exemple quand on doit représenter la carte d’un réseau routier,
un circuit électronique 7 On utilise alors souvent des graphes, qui permettent de coder
de telles informations. Par exemple, on peut imaginer gérer une carte du réseau ferré
en stockant les gares de France et les différentes distances entre ces gares.

Une fois que 'on dispose d’une telle représentation, on travaille généralement sur
son abstraction en tant que graphe, ce qui permet d’utiliser de nombreux algorithmes
résolvant des problemes précis, comme par exemple trouver un chemin minimal en
temps (ou en ressources) entre deux gares.

Citons encore comme exemples les graphes de dépendance entre fichiers sources de
fagon a optimiser la compilation, le diagramme d’héritage des classes dans un langage
typé, mais aussi la représentation de taches a accomplir dans une usine avec contraintes
de précédence, etc.

4.2 Définitions

Un graphe G = (S, .A) est donné par un ensemble S de sommets et un ensemble A
d’arcs, AC S x S.

On visualise en général un graphe par un dessin dans le plan. Les sommets sont
représentés par des points, les arcs par des fleches. Le graphe G, de la figure 4.1 a
pour ensemble de sommets S = {a,b,c,d, e, f,g,h,i,j,k,[,m}, et ensemble d’arétes

o1
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A= {(a,b), (b7c)7 (va)7 (Cvd)v (dva)a (a,
(h,i), (9,9), (i,¢), (i,d), (d,J), (4. €), (K, f),

® @KD TD—=0

Fi1G. 4.1 — Le graphe G;.

Il est important de noter qu’il n’existe pas de dessin canonique d’'un graphe. Par
exemple, les deux dessins de la figure 4.2 correspondent au méme graphe.

F1G. 4.2 — Deux dessins d’un méme graphe.

Un arc o = (a,b) est orienté de a vers b; o a pour origine a et destination b; larc
« est incident & a ainsi qu’a b. On dira également que a est un prédécesseur de b, et b
un successeur de a; a et b seront également dits adjacents. L’arc (z,x) est une boucle.

Un graphe est simple s’il ne comporte pas de boucles. Le graphe de la figure 4.1 est
simple. Le graphe G5 de la figure 4.3 ne ’est pas.

ol o
Fi1G. 4.3 — Le graphe G,.

On peut enrichir un graphe en considérant des quantités associées & chaque arc, ou
a chaque sommet. Penser par exemple & la carte de circulation d’une ville, avec ses sens
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interdits et les longueurs des rues. On parlera d’arcs valués, c’est-a-dire qu’on utilisera
une fonction v : A — N qui donnera le poids ou la valeur associée a un arc. C’est le cas
du graphe Gs de la figure 4.4 dans lequel on a ajouté des poids sur chaque arc.

F1G. 4.4 — Le graphe valué Gs.

4.2.1 Graphes non orientés

Les graphes les plus généraux que nous considérerons sont a priori orientés, ce qui
veut dire qu’un arc indique un sens de lecture ou de dessin. Autrement dit, si l'arc
(a,b) existe, cela n’implique pas l'existence de l'arc (b, a) dans le graphe. Il peut arriver
que pour tout arc (a,b), son inverse (b,a) existe également. On dit que le graphe G
est non orienté. Dans ce cas, on utilise le terme aréte au lieu d’arc et on note parfois
{a, b} l'aréte reliant a & b'. On dessine alors des traits au lieu de fleches, comme dans
Pexemple du graphe G4 de la figure 4.5.

FiG. 4.5 — Le graphe G4.

4.2.2 Sous-graphes, etc.

Il peut aussi arriver que seule la forme du graphe importe. On remplace alors les
sommets par des cercles. Le graphe de la figure 4.5 devient alors simplement celui de la
figure 4.6. De nombreux graphes deviennent isomorphes si on anonymise leurs noeuds.

De fagon similaire, on peut avoir a considérer le graphe G “sans ses fleches”, c’est-
a-dire considérer sa forme non orientée. On enleve alors les boucles et les fleches. La

'Nous considérerons des paires au sens propre, c’est-a-dire qu’un graphe non orienté ne possede pas
de boucles.
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F1G. 4.6 — Le graphe abstrait correspondant a G,.

version non orientée (ou graphe non orienté sous-jacent) du graphe G, est donnée a la

figure 4.7.
(»)
(@) ©

Fi1G. 4.7 — Le graphe non-orienté sous-jacent au graphe G.

Si G = (S, A) est un graphe et S’ un sous-ensemble de S, on note A|S’ I'ensemble
des arétes de A qui ont leurs deux extrémités dans S’. Le graphe G’ = G|S’ = (§', A|S")
est appelé le graphe induit de G par S’. Tout graphe (§’, A') avec 8’ C S et A’ C A est
appelé sous-graphe de G; si S’ = S, on parle de graphe couvrant. Pour le graphe de la
figure 4.1, on trouve dans les figures 4.8, 4.9, 4.10 des exemples de chaque catégorie.

(2
o=g
& W ——E
G5 @
@ O—(m
F1G. 4.8 — Un sous-graphe du graphe G.

4.2.3 Degré

Définition 4.2.1 Le degré d’un sommet s dans un graphe non orienté est le nombre
d’arétes incidentes a s.
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(@ )

)
o

Fi1G. 4.9 — Un graphe induit de G;.

@ @% OF—0

ONRO.
@&~ O—

Fia. 4.10 — Un graphe couvrant.

g/@e

()—FO

Proposition 4.2.1 (hand-shaking lemma) Dans tout graphe G non orienté, on a

> deg(s) = 2| Al.
Démonstration. Chaque aréte contribue pour deux sommets dans la somme. O

Corollaire 4.2.1 Soit G un graphe non orienté. Le nombre de sommets de degré impair
est pair.

Démonstration. On peut récrire la somme précédente comme :

Z deg(s) = Z deg(s) + Z deg(s).
s s,deg(s) impair s,deg(s) pair
Les deux sommes extrémes sont paires, donc celle du milieu également. O
Dans le cas des graphes orientés, on peut définir de la méme facon le degré entrant

(le nombre d’arcs arrivant sur un sommet), et le degré sortant (le nombre d’arcs partant
d’un sommet).
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4.2.4 Quelques graphes non orientés classiques

Remarquons qu’une liste ou un arbre forment des exemples de graphes.

Le graphe complet a n sommets est le graphe dans lequel chaque sommet a n — 1
voisins, voir la figure 4.11. Le graphe biparti complet K; ; contient i+ j sommets répartis
en deux sous-ensembles, I'un contenant ¢ sommets, 'autre j sommets. On relie ensuite
chacun des ¢ sommets a tous les j autres. On a dessiné dans la figure 4.11 le graphe
K373.

Ks Ks3

graphe complet graphe biparti complet

Fi1G. 4.11 — Graphes classiques.

4.3 Représentations en machine

Les dessins que nous avons faits dans la section précédente sont commodes pour
faire des exemples et des raisonnements a la main, mais ils ne sont pas utilisables en
machine. Dessiner dans le plan un graphe donné est en soi une tache algorithmique et
pratique relativement ardue. Donc nous devons trouver une autre représentation plus
commode.

Le probleme se réduit a représenter S et A C & X § en machine. Sans perte de
généralité, on peut se ramener au cas on S = {0,1,...,n — 1} si n = |S|. Dans la
pratique, il sera toujours possible de coder les éléments du graphe par un tel ensemble
d’entiers, quitte a utiliser du hachage par exemple (voir les polys des cours précédents ou
[6]). Passons au probleme de la représentation de .A. Avec notre définition de graphe,
il est clair que le cardinal de A est borné par n2. Si m = |A| est proche de n?, on
parlera de graphe dense. Si m = o(n?), on parlera de graphe creux. Il est trés fréquent
en pratique d’avoir a traiter des graphes creux (éléments finis, carte routiere, graphe
d’Internet, etc.). Les algorithmes que nous étudierons auront une complexité qui pourra
bien souvent étre décrite en terme de n et m, ce qui est toujours intéressant quand m
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est loin de sa valeur maximale théorique O(n?).

4.3.1 Représentation par une matrice

C’est la fagon la plus simple de représenter ’ensemble 4. On se donne donc une
matrice M de taille n x n. Une telle matrice est appelée matrice d’adjacence du graphe.
Il existe essentiellement deux choix pour le type de la matrice.

Le premier choix consiste a prendre une matrice de booléens tels que M, ; est vrai
si et seulement si (7, j) € A. Pour le graphe Gs de la figure 4.3, on numérote les sommets
a, b, ¢, d selon la correspondance

a|lblcl|d
0123
puis on construit la matrice booléenne (ot nous avons mis 7' pour vrai et omis les

valeurs fausses) :
iLjllo[1]2]3

0 T

1 T

2 7T
3| T

Le deuxiéme choix conduit & utiliser un tableau d’entiers (ou de flottants) quand
les arcs de G sont valués. On pose alors M; ; = v((i,7)) et on utilise une valeur par
défaut quand l'arc (7,j) n’existe pas (par exemple une valeur plus grande que toutes
les valeurs de v). Pour le graphe G3 de la figure 4.4, on trouve :

i.jlo[1]2] 3
0 1

1 2| 4
2 -3
3 |5

Dans le cas ou G est non orienté, la matrice M est une matrice symétrique.

4.3.2 Représentation par un tableau de listes

Le stockage & ’aide de matrices prend une place proportionnelle & n2. Quand m =
|A| est petit par rapport & n?, cela représente une perte de place parfois importante
(ainsi qu’'une perte de temps). D’ou idée d’utiliser une représentation creuse, par
exemple sous la forme d’un tableau de listes L. La liste L; pour ¢ € S, contiendra la
liste des successeurs de i dans le graphe, c’est-a-dire

Li=(j€S8, (i) €A).

En utilisant une représentation “graphique” des listes, 'exemple du graphe G5 pourra
conduire & :
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L[O] = (D)
L[1] = )
L[2] = (2, 3)
L[31 = (0)

Il est important de noter, encore une fois, qu’une telle représentation n’est nullement
canonique, car on peut décider de ranger les voisins dans n’importe quel ordre. De
maniere plus générale, on peut tout & fait représenter notre graphe sous forme creuse
comme un tableau d’ensembles, les ensembles pouvant avoir une représentation et des
propriétés variées.

La place mémoire nécessitée par une telle représentation est de |S| ensembles. Dans
le cas de listes chainées, chaque ensemble demande une place O(|L[i]|) (par exemple
le contenu d’une cellule et d’un pointeur sur la suivante). En tout, on aura un sto-
ckage en O(n + m), donc linéaire. En fonction des probléemes, on pourra trouver des
représentations parfois plus adaptées.



Chapitre 5

Accessibilité

5.1 Problématique

Soit G = (S,.A) un graphe orienté. L’'un des problemes élémentaires que I'on peut
résoudre est celui de l'accessibilité d’un sommet & partir d’'un autre. Etant donné
une carte ferroviaire, peut-on aller de Paris a Strasbourg? Combien de sommets in-
termédiaires devrons-nous visiter au minimum pour se rendre de I'un a autre? La
difficulté de ce genre d’exercice réside en ce que 'on dispose de l'information sous
forme indirecte, c’est-a-dire qu’a partir de renseignements locaux (qui est voisin de
qui), on doit déterminer un résultat global : existe-t-il un chemin qui m’ameéne d’un
sommet & un autre 7

5.2 Définitions ; propriétés fondamentales
Un chemin (so, $1,...,5p) dans G est une suite finie non vide de sommets telle que
(sk, Sk+1) € A. La longueur du chemin est p, c’est le nombre d’arcs empruntés par le

chemin. Notons que les arcs ne sont pas nécessairement distincts. Par exemple, la suite
(c,a,b,c,e) est un chemin dans le graphe G; de la figure 5.1.

=

Fi1G. 5.1 — Le graphe G;.

Un sommet y est un descendant (resp. ascendant) de x s'il existe un chemin de x
vers y (resp. de y vers x). C’est un descendant (resp. ascendant) propre s’il existe un

99
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chemin de longueur non nulle. Dans le graphe Gy, b est descendant propre de a, mais
également de lui-méme (par le chemin (b, ¢, a,b)).

Un chemin est simple si les arcs (s;—1,8;) pour i = 1,...,p sont deux a deux
distincts ; il est élémentaire si les sommets sont deux a deux distincts. Le chemin est
un circuit sip > 1 et s, = so; il est élémentaire si (so,...,sp—1) est élémentaire.

Dans le graphe Gi, le chemin (a,b,c) est élémentaire ; le chemin (a,b, c,a) est un
circuit élémentaire, mais pas un chemin élémentaire.

Dans le cas ou G n’est pas orienté, on définit une chaine comme étant une suite finie
de sommets (sg, s1,...,sp) telle que deux sommets consécutifs soient extrémités d’une
aréte de A, les arétes étant distinctes deux & deux. Une chaine est élémentaire si les
sommets sont deux a deux distincts; c’est un cycle si so = sp,. Un cycle est élémentaire
sip>1et(sg,...,5p—1) est une chaine élémentaire.

Le résultat suivant est facile, mais mérite d’étre cité.

Lemme 5.2.1 L’ensemble des chemins d’un graphe est infini si et seulement si le
graphe posséde des circuits.

Le lemme de Konig permet de se restreindre dans tous les cas aux chemins élémen-
taires. On dit que ¢’ est un chemin extrait de ¢ si ¢’ est chemin, que ¢ et ¢’ ont méme
origine et extrémité et la suite des arcs de ¢’ est une sous-suite de la suite des arcs de
c. Pour le graphe Gy, le chemin (a, b, ¢) est un chemin extrait de (a, b, ¢, a,b, c).

Lemme 5.2.2 (Konig) De tout chemin, on peut extraire un chemin élémentaire.

Démonstration. On effectue une récurrence sur la longueur p d’un chemin. Si p =0, le
chemin est élémentaire. Soit ¢ = (sg, s1,...,5p) un chemin de longueur p > 0. S’il n’est
pas élémentaire, il existe deux sommets égaux s; = s; avec 0 < ¢ < j < p. Le chemin
d = (805 .-, Si, Sjdly .- ,sp) est strictement plus petit que ¢ et on peut en extraire un
chemin élémentaire par hypothése de récurrence, qui sera lui-méme extrait de ¢. O

5.3 Fermeture transitive

Cette section répond au probleme déja indiqué : existe-il un chemin entre deux
sommets donnés de G?7 On obtient la réponse simultanément pour toutes les paires
simultanément. Si la réponse est demandé pour un petit nombre de couples, un parcours
sera sans doute plus efficace (voir chapitre 6). Par convention, un sommet sera toujours
supposé accessible de lui-méme.

Définition 5.3.1 On appelle fermeture transitive du graphe G le graphe G* = (S, A*)
avec (s,t) € A* si et seulement s’il existe un chemin de s at dans G.

Pour ce genre de probleme ol nous devons calculer un résultat global sur le graphe,
il est logique de supposer que ’on va obtenir un graphe G* dense, donc plutot favoriser
des algorithmes basés sur la matrice d’adjacence (booléenne ou entiere) associée au
graphe G. Pour simplifier ’exposition, nous allons supposer (dans cette section) que
S=1{0,1,2,...,n—1}.
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5.3.1 Premieére solution par produit de matrice

On va construire de proche en proche une suite de graphes G, 1 < r < n de la facon
suivante : G est le graphe initial ; pour r > 2, G = (S ,A(r)) sera le graphe défini
par (i,7) € A i et seulement §'il existe un chemin de i & j de longueur exactement
r. On notera M) la matrice d’adjacence associée a G (r),

S’il existe un chemin de longueur r» > 1 entre i et j, il s’écrit (i,k,...,j) avec k
voisin de i et (k,...,7) un chemin de longueur r— 1. La formule booléenne s’écrit alors :

n—1
r 1 r—1
ML=\ M A MY,

k=0

On reconnait 13 la formule du produit des matrices M®) et M1 ot on a remplacé
I’addition par le OU logique, et la multiplication par le ET logique. Plus généralement,
si (i,7) € G, c’est qu'il existe un chemin de longueur < n entre les deux (par le lemme
de Konig).

Par la suite, on utilisera la syntaxe de ’addition et de la multiplication usuelles au
lieu de OU et ET. Cela permet d’écrire :

M =1, + MO £ M o MO, (5.1)

La matrice identité d’ordre n, notée I,,, a été ajoutée pour tenir compte de ’accessibilité
de tout sommet avec lui-méme.

Si le produit de deux matrices se fait en temps O(n*) (ot w est un exposant compris
entre 2 et 3 — voir section 3.1.2), on voit que le calcul naif nécessite O(n ') opérations,
soit généralement O(n?) en pratique.

Remarquons qu’on peut récrire la formule (5.1) sous la forme (en booléens) :

M = (I + M)"!

ce qui fait qu’on peut calculer la puissance n-ieme de la matrice en O((logn)n®) par
une méthode d’exponentiation binaire.
Reprenons I'exemple du graphe G, dont la matrice d’adjacence est :

01 0 00
001 0O
M = 1 0011
0 00 01
00010
On trouve :
1 1 1 1
1 11 1 11
M® = O D = 1 111, MG = 1111,
1 1
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1 11
1 11
MDD =11 11
1
1
Faisant la somme booléenne, on trouve :
1 11
111
M=11 11

—_ = e
e

On peut également compter le nombre de chemins entre deux sommets = et y, en
considérant la matrice d’adjacence entiere.

Proposition 5.3.1 Le nombre de chemins de longueur £ entre i et j est ./\/lyj), M
€tant considérée comme une matrice entiére, les opérations étant faites avec ’addition

et la multiplication des entiers.

5.3.2 L’algorithme de Roy et Warshall

Dans 'algorithme précédent, nous avons raisonné sur la longueur des chemins. Une
autre idée consiste a faire augmenter le nombre de sommets possibles dans un chemin.
On va construire 14 aussi une suite de graphes auxiliaires G(") = (S ,A(T)), mais de
la facon suivante : (i,j) est dans A("Y il existe un chemin direct de i & j et donc
ne passant par aucun sommet intermédiaire, c’est-a-dire le graphe de matrice I, + M
(chaque sommet étant accessible depuis lui-méme). Un arc (i, j) est dans A©) il existe
un chemin de ¢ & j passant au plus par le sommet 0. Plus généralement, (i,j) € A gl
existe un chemin de i & j ne passant par aucun sommet intermédiaire d’indice > r. Un
tel chemin existe dans deux cas : ou bien il existait déja un chemin de 7 & j ne passant
pas par un sommet d’indice > r — 1, ou bien on peut aller de 7 a r dans les mémes
conditions, puis de r a j. En booléens :

) — pqlr=1) (r=1) p4(r=1)
Ml,j - Ml,] + Mi,T M,,.J' .

Donnons le pseudocode pour l'algorithme :

RoyWarshal 1(M)
// M est la matrice d’adjacence booléenne n x n d”un graphe G

1. N = M; P = identite(n, n);
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2. pour r <- 0 a ire
pour i <- 1 faire
pour j <-0 a n-1 faire
PLi101 <- NLi1[31 ou (NLidLr] ET NLr10D):
N := P; // recopie de P dans N

n-1 fa
0 a n-

3. retourner N; // matrice d’adjacence de G=

La complexité de cet algorithme est clairement en O(n?3). On peut remarquer que la
matrice P est inutile et qu’on peut effectuer les calculs en place, c’est-a-dire directement
dans N. Le code correspondant est alors :

RoyWarshal (M)
// M est la matrice d’adjacence booléenne n x n d”un graphe G

1. N := M; pour i <- 0 a n-1 faire N[i][i] <- true;

2. pour r <- 0 a n-1 faire
pour i <- 0 a n-1 faire
pour j <-0 a n-1 faire

NLiJ01 <- NLidp] ou (NLi][r] ET NI

3. retourner N; // matrice d’adjacence de G=

La justification de la validité de la variante précédente dépend de la proposition
suivante.

Proposition 5.3.2 Pout tout r, i, j dans S, les deux pro