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quet, P. Chassignet, J.-M. Steyaert4 juillet 2007Problème 11 Di�usion sur étoileOn 
onsidère dans 
ette partie un réseau en forme d'étoile et on étudie 
ertains problèmes detransmission liés à 
ette 
on�guration1.1 par lienOn suppose que le poste A relaie un paquet de données p(X, d, s) où X est le poste d'originedu paquet, d désigne les données 
ontenues dans le paquet et s est un numéro de séquen
equi asso
ié ave
 l'adresse de X permet d'identi�er de façon unique le paquet. Chaque poste Bgarde un ensemble données-reçues(B) qui 
ontient les paires (A, s) des paquets p(A, d, s) reçus.Le poste B reçoit le paquet p(X, d, s) de A (exprimé par ré
eption = (A, p(X, d, s))) et faitdonnées-reçues(B) ← données-reçues(B) ∪ {(X, s)} puis renvoie à A un paquet d'a
quittementa
k(X, s) (matérialisé par la 
ommande envoyer(A, a
k(X, s))) en exé
utant le programme suiv-ant:tant que ( vrai )a
quittement(B)pro
édure a
quittement(B)si ré
eption = (A, p(X, d, s))alors {si (X, s) /∈ données-reçues(B) alors données-reçues(B)← données-reçues(B) ∪ {(X, s)}envoyer(A, a
k(X, s))On remarquera que le poste B retransmet un a
quittement même quand il a déjà reçu le paquet(le premier a
quittement a pu se perdre).Le poste A retransmet le paquet p(X, d, s) tant qu'il ne reçoit pas l'a
quittement a
k(X, s) de B.Il garde la 
onnaissan
e des paquets a
quittés dans l'ensemble a
quittements-reçus(A) qui 
ontientles triplets (B, X, s) des paquets p(X, d, s) a
quittés par B. Le poste A espa
e 
es retransmissionsdans le temps de maxdelai en exé
utant le programme suivant :pro
édure transmission(A, p(X, d, s))tant que (B, X, s) /∈ a
quittements-reçus(A)faire






retransmettre(B, p(X, d, s))si (ré
eption = (B, a
k(X, s)))alors a
quittements-reçus(A)← a
quittements-reçus(A) ∪ {(B, X, s)}où retransmettre est la pro
édure qui espa
e les retransmissions du paquet tous les maxdélai(paramétrée à l'ouverture du so
ket). 1



Le 
anal est aussi �ni, 
'est à dire que le paquet �nit toujours par passer au bout d'un nombre�ni de retransmissions de 
opies. Ou, en d'autres termes, si l'émetteur émet un nombre in�ni de
opies du même paquet, alors 
e paquet arrive un nombre in�ni de fois.Question 1 Montrer que sous l'hypothèse du 
anal �ni, le poste B �nit par re
evoir le paquet
p(X, d, s) et le poste A par re
evoir le paquet a
k(X, s).Solution 1 Si le poste A ne reçoit pas l'aquittement a
k(X, s) alors il va ré-emttre indé�niment lepaquet p(X, d, s), 
eui-
i sera don
 reçu un nombre in�ni de fois. Dans 
e 
as le paquet a
k(X, s)sera transmis un nombre in�ni de fois et reçu un nombre in�ni de fois.1.2 par groupeDans 
ette se
tion on suppose que le poste A est un poste de base et qu'il existe autour n postesatta
hés B1, B2, . . . , Bn qui forment l'ensemble T (A) des postes atta
hés à la base A. On supposeque A /∈ T (A).On se met aussi dans les 
onditions des réseaux sans �l, à savoir que les n liens vers les npostes atta
hés sont en fait un seul lien, par exemple une fréquen
e radio en di�usion. Lorsque leposte A di�use une 
opie du paquet p(X, d, s) sur 
e 
anal, les n postes atta
hés sont sus
eptiblesde le re
evoir. Dans 
e 
as on rempla
e la pro
édure envoyer(B, p(X, d, s)) par la pro
édureémettre(p(X, d, s) qui ne pré
ise pas les postes destinataires. L'ensemble des postes atta
hés quireçoivent e�e
tivement la 
opie est un sous-ensemble indéterminé de l'ensemble T (A).Le poste A doit transmettre le paquet p(X, d, s) vers tous ses postes atta
hés. Les postesatta
hés gardent le même pseudo-
ode ré
eption de la se
tion pré
édente:pro
édure a
quittement(B)si (ré
eption = (A, p(X, d, s)) et B ∈ T (A))alors émettre(a
k(X, s))Question 2 En e�e
tuant le suivi de l'ensemble attente(A, X, s) des postes atta
hés qui ont a
-quitté le paquet p(X, d, s), donner le pseudo-
ode du programme di�usion(A, p(X, d, s)) suivi parla base A pour transmettre le paquet p(X, d, s) à tous ses postes atta
hés. On utilsera la pro
édurereémettre qui espa
e les retransmissions du paquet tous les maxdélai, paramétré à l'ouverture duso
ket.Solution 2 pro
édure diffusion(A, p(X.d, s))attente(A, X, s)← T (A); tant que (attente(A, X, s) 6= ∅)faire {si (ré
eption = (B, a
k(X, s))) alors attente(A, X, s)← attente(A, X, s)− {B}reémettre(p(X, d, s));Question 3 On suppose que le 
anal de 
ommuni
ation est instantané, 
'est à dire qu'une trans-mission arrive instantanément sans erreur au ré
epteur ou n'arrive pas du tout. On ne 
onsidèrepas les phénomènes de 
ollision : un poste peut re
evoir plusieurs paquets simultanément. On sup-pose que T (A) = {B1, B2}. B1 reçoit les 
opies de p(A, d, s) émises aux rangs impairs (1, 3, et
.),et B2 les 
opies émises aux rangs pairs (2, 4, et
.). Les a
quittements ne sont pas perdus. Combiende 
opies le poste A va-t-il transmettre?Solution 3 A émet A reçoit B1 émet B1 reçoit B2 émet B2 reçoitp(A,d,s) p(A,d,s)a
k(B1,s) a
k(B1,s)p(A,d,s) p(A,d,s)a
k(B2,s) a
k(B2,s)Question 4 Montrer que dans l'hypothèse du 
anal �ni, les postes atta
hés �nissent par re
evoir
ha
un une 
opie du paquet p(A, d, s), et que la base reçoit un a
quittement de 
ha
un de ses postesatta
hés. 2



Solution 4 Supposons que le poste A ne reçoit pas l'a
quittement a(B,s) d'un de ses postesatta
hés B. Le poste A va ré-emttre indé�niment le paquet p(A,d,s), 
elui-
i sera don
 reçu unnombre in�ni de fois par le poste B qui transmettra un nombre in�ni de fois le paquet a
k(B,s) quisera reçu un nombre in�ni de fois par le poste A.2 Ensemble dominant2.1 Algorithme d'éle
tionOn 
onsidère que les postes sont tous identiques et 
onstituent un graphe (V, E), non orienté, dontles sommets sont les postes et les arêtes sont les liens radio qui existent entre eux. On appelle N(A),le sous-ensemble 
onstitué des voisins du poste A. On suppose que le réseau est auto-organisé etque les postes vont élir parmi eux un ensemble de bases. L'ensemble des bases devra 
onstituer unsous ensemble dominant du graphe.Dé�nition Un ensemble dominant d'un graphe (V, E) est un sous-ensemble D ⊂ V , tel que pourtout sommet x de V qui ne soit pas dans D il existe un voisin de x dans D.Question 5 Montrer que V est un ensemble dominant. Montrer que si un sommet A est voisinde tous les autres alors l'ensemble {A} est dominant.Solution 5 Pour D = V : il n'existe pas de sommet dans V qui ne soit pas dans D. Pour D = {A},pour tout x 6= A, A ∈ N(x).On suppose les postes du réseau numérotés de 1 à n: x1, . . . , xn. On appelle U(xi) l'ensembledes voisins de xi dont l'indi
e est stri
tement supérieur à i. On propose l'algorithme suivantd'éle
tion d'un sous-ensemble dominant. Un sommet xi est dans l'ensemble dominant D si etseulement si une des deux 
onditions suivantes est satisfaite:1. N(xi) = ∅: le poste xi n'a pas de voisin;2. l'ensemble U(xi) ne 
onstitue pas un sous-ensemble dominant de N(xi).Question 6 Montrer que xn ∈ D. Montrer que lorsque x /∈ D, alors N(x) 6= ∅. Dans quel 
asa-t-on x1 ∈ D?Solution 6 Si N(xn) = ∅, alors xn ∈ D, sinon le poste xn n'ayant au
un voisin de numéro plusgrand que n, 
eux-
i ne peuvent dominer N(xn). Don
 xn ∈ D. x /∈ D implique N(x) 6= ∅ pardé�nition. Par 
ontre tous les voisins de x1 on un numéro supérieur à 1, don
 dominent N(x1).Don
 x1 ∈ D si et seulement si N(x1) = ∅.On se propose de montrer que l'ensemble D est dominant. Pour 
ela on introduit l'ensemble
Fi 
onstitué des sommets de numéro supérieur ou égal à i. On a F1 = V , Fn = {xn} et Fn+1 = ∅.On va prouver par ré
urren
e que si Fi ∪D est dominant pour i ≤ n alors Fi+1 ∪D est dominant.En faisant i = n− 1 on aura prouvé que D est dominant puisque xn ∈ D.L'hypothèse de ré
urren
e est vraie pour i = 1.Question 7 Soit i < n, on suppose que Fi∪D est dominant. Montrer que Fi+1∪D est dominant.On regardera plus parti
ulièrement le 
as où xi /∈ D.Solution 7 Si xi ∈ D alors Fi+1 ∪D = Fi ∪D. Si xi /∈ D alors Fi+1 ∪D = Fi ∪D − {xi}. Tousles sommets qui ont un voisin dans Fi ∪D, l'auront aussi dans Fi+1 ∪D sauf peut-être si 
e sontdes voisins de xi. Mais 
omme xi /∈ D alors Fi+1 ∩ N(xi) est un ensemble dominant de N(xi),don
 tous les voisins de xi ont un voisin dans Fi+1. Il reste le 
as de xi lui-même mais qui a unvoisin dans Fi+1 puisque Fi+1 ∩N(xi) 6= ∅. Don
 Fi+1 ∪D est un ensemble dominant.3



Question 8 E
rire le pseudo-
ode de la fon
tion domine qui retourne vrai si le poste A est dans
D et faux si le poste n'y est pas. On suppose que le poste 
onnaît ses voisins N(A) et les voisinsde ses voisins.Solution 8 pro
édure domine(A)marqués(A) = ∅si N(A) = ∅ alors renvoyer vraipour 
haque x ∈ U(A)faire {marqués(A)← marqués(A) ∪ {x} ∪N(x)si N(A) ⊂ marqués(A) alors renvoyer fauxsinon renvoyer vrai2.2 Règle d'atta
hementTout poste du réseau qui n'est pas une base, (
'est à dire qui ne soit pas dans l'ensemble dominant
D) doit s'atta
her à un seul voisin qui soit dans D. On propose la règle d'atta
hement suivante:pour tout x ∈ V tel que N(x) 6= ∅, on appelle m(x) le voisin de x qui a le plus grand numéro, si
x /∈ D alors x s'atta
he à m(x).Question 9 Montrer que si xi /∈ D et m(xi) = xj , alors j > i et xj ∈ D.Solution 9 Si xi /∈ D alors N(xi) 6= ∅ et Fi+1 ∩ N(xi) 6= ∅ puisqu'il domine N(xi). Don

m(x) ∈ Fi+1 ∩ N(xi) et j > i. Supposons que xj /∈ D, don
 tous les voisins de xj de rangstri
tement plus grand dominent N(xj). Don
 xi ∈ N(xj) a un voisin 
ommun ave
 xj de rangstri
tement plus grand que j, 
e qui 
ontredit la dé�nition de m(xi).En passant m(x) ∈ D quand x /∈ D prouve que D est dominant.3 Ensemble dominant 
onne
téÀ partir de maintenant on suppose que le graphe (V, E) est 
onnexe.Dans 
e qui pré
ède on suppose que les sour
es des paquets que doivent transmettre les bases duréseaux leur parviennent par un réseau de distribution distin
t, 
omme un réseau �laire 
lassique.Dans 
e qui suit on va supposer que la sour
e des informations à distribuer est dans le réseaului-même et que seuls les liens du réseau sont utilisés.On introduit le 
on
ept d'ensemble dominant 
onne
té d'un graphe 
onnexe (V, E). Un ensem-ble C est dit dominant 
onne
té si et seulement si (i)C domine V , (ii) le graphe restreint à C est
onnexe.Question 10 Montrer que l'existen
e d'un ensemble dominant 
onne
té implique que le graphe
(V, C) est 
onnexe.Solution 10 L'union de C ave
 tous les voisinages de ses membres reste 
onne
tée. Comme 
etteunion est V , alors (V,E) est 
onnexe.3.1 Algorithme d'éle
tionOn propose l'algorithme d'éle
tion suivant. Appartient à l'ensemble C tout poste x tel que 
esvoisins de plus grands numéro (
'est-à-dire U(x)) NE 
onstituent PAS un ensemble dominant
onne
tés de N(x). On 
onstate que D ⊂ C.Question 11 En s'inspirant de la preuve de la question 7 montrer que C est un ensemble dominant
onne
té. On montrera que si xi /∈ C alors xi n'est pas un point d'arti
ulation de Fi ∪C.4



Solution 11 On sait que C est dominant puisque D ⊂ C. Don
 il su�t de montrer que si Fi ∪Cest 
onnexe alors Fi+1 ∪ C est 
onnexe. Si xi /∈ C alors xi n'est pas un point d'arti
ulation de
Fi ∪ C. Dans le 
as 
ontraire N(x) ∩ (Fi ∪ C) me serait pas 
onnexe, 
e qui n'est pas possiblepuisque Fi+1 ∩N(x) est 
onnexe et domine N(x) (don
 a fortiori N(x) ∩ (Fi ∪ C)).Question 12 Soit x un sommet qui ne se trouve pas dans C. Montrer que m(x) appartient à C.Solution 12 Comme x /∈ C alors x /∈ D, don
 m(x) ∈ D ⊂ C.3.2 Di�usion d'informationDans 
ette se
tion on voit 
omment utiliser l'ensemble dominant 
onne
té C. Chaque poste x quin'appartient pas à C désigne m(x) 
omme atta
hement. Chaque poste qui appartient à C désignetous 
es voisins dans C 
omme atta
hement.En 
onséquen
e si x /∈ C, alors T (x) = ∅ et si x ∈ C alors T (x) = m−1(x) ∪ (C ∩N(x)).Si un poste qui n'appartient pas à C désire transmettre une donnée (d, s) il la transmet vers sonposte d'atta
hement, ensuite 
ha
un des membres de l'ensemble dominant 
onne
té la retransmetvers son ensemble atta
hé en exé
utant le programme relais.Question 13 E
rire le pseudo-
ode du programme a
quittement-relais(B) que 
haque poste A del'ensemble C doit exé
uter pour que le paquet p(X, d, s) soit propagé à l'ensemble du réseau.Solution 13 pro
édure a
quittement-relais(B)si ré
eption = (A, p(X, d, s))

alors 
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si (B ∈ T (A))alors 
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
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si (X, s) /∈ données-reçues(B))alors 





données-reçues(B)← données-reçues(B) ∪ {(X, s)}attente(B, X, s)← T (B)émettre(p(X, d, s))émettre(a
k(X, s))si ré
eption = (A, a
k(X, s))alors {si (A ∈ T (B))) et ((X, s) ∈ données-reçues(B))alors attente(B, X, s)← attente(B, X, s)− {A}pour 
haque (X, s) ∈ données-reçues(B)faire si attente(B, X, s) 6= ∅ alors reémettre(p(X, d, s))On peut introduire des améliorations, 
omme par exemple prendre les ré
eptions du paquet
p(X, d, s) 
omme des a
quittements impli
ites:si ré
eption = (A, p(X, d, s))
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si (B ∈ T (A))alors 
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si (X, s) /∈ données-reçues(B))alors 





données-reçues(B)← données-reçues(B) ∪ {(X, s)}attente(B, X, s)← T (B)émettre(p(X, d, s))émettre(a
k(X, s))si (A ∈ T (B)) et (X, s) ∈ données-reçues(B) alors attente(X, s)← attente(X, s)− {A}5



Question 14 Sous l'hypothèse du 
anal �ni, montrer que tous les sommets du réseau reçoivent ladonnée (d, s).Solution 14 Soit S l'ensemble des sommets de C qui reçoivent la donnée (d,s). Si S 6= C et
omme C est 
onne
té, alors il existe un poste x dans S et un poste y dans C-S, tel que y estatta
hé à x. Comme x exe
ute le programme transmission(d,s), alors tous 
es postes atta
hésreçoivent la donnée (d,s). Don
 y ∈ S. De la même manière les postes atta
hés aux membres de Creçoivent tous la donnée (d,s). Comme C est dominant 
onne
té, 
et ensemble est V tout entier.Problème 24 Triangulations optimalesOn 
onsidère un polygone 
onvexe, sans au
une régularité a priori, à n + 1 sommets, nommés
s0, s1, . . . , sn, dont les arêtes sont désignées par a0,1, a1,2, . . . , an,0, en suivant le sens de par
oursdes sommets voisins. Dans 
e problème on étudie les propriétés des triangulations de 
e polygonepar des triangles dont les sommets sont 
eux du polygone et qui véri�ent les propriétés suivantes :1. deux triangles quel
onques sont disjoints et ne peuvent partager qu'une arête au plus ;2. les arêtes d'une triangulation ne peuvent se 
ouper qu'en un sommet du polygone ;3. 
haque triangulation est maximale et on ne peut pas lui ajouter de triangle (tout le polygoneest re
ouvert).Un exemple est donné à la �n de l'énon
é.Question 15 : Dans une triangulation d'un polygone à n+1 sommets, il y a n+1 arêtes qui sont
elles du polygones et qu'on va appeler arêtes externes. Il y a aussi des arêtes internes qui relientdes sommets du polygone non-adja
ents : quel est leur nombre ? Combien y a-t-il de triangles ?Justi�ez vos réponses.Solution 15 Raisonnons par ré
urren
e. Pour n = 2 le polygone est un triangle et il n'y a au
unearête interne et un seul triangle dans la triangulation. Nous voulons don
 montrer que pour n + 1sommets et arêtes externes, il y a n triangles et n−1 arêtes internes. De plus pour n > 2, au moinsdeux triangles possèdent deux arêtes externes. Ces propriétés sont vraies pour les quadrilatèresqui 
orrespondent à n = 3.On suppose la propriété vraie pour n ≤ N et on 
onsidère un polygone PN à N + 1 sommets.Considérons le sommet de numéro 0. Deux 
as se présentent :� soit la triangulation 
ontient le triangle (0,1,N) dont deux arêtes sont externes ; alors il reste àtrianguler un polygone PN−1 à N sommets, qui possède don
 par ré
urren
e N − 2 arêtes interneset N − 1 triangles, dont deux ont au moins deux arêtes externes ; un seul de 
es deux triangles, auplus, est 
onstruit ave
 (1,N); don
 PN a N − 1 arêtes internes et N triangles dont deux au moinsont deux arêtes externes ;� la triangulation 
ontient une arête interne (0, k), 3 ≤ k ≤ N − 2, sinon on est ramené au 
aspré
édent en 1 ou N ; alors 
ette arête 
oupe PN en deux polygones à N1 et N2 sommets, ave

N1 + N2 = N + 2 qui véri�ent les propriétés 
ar ils ont au moins 4 sommets 
ha
un ; par simpleaddition on véri�e qu'il y a N1 − 2 + N2 − 2 + 1 = N − 1 arêtes internes, N1 − 1 + N2 − 1 = Ntriangles dont 2 au moins possèdent 2 arêtes externes 
ar sur les 4, 2 au plus s'appuyent sur l'arête
(0, k).Question 16 : Montrer qu'à 
haque triangulation on peut asso
ier un arbre binaire unique à nfeuilles et n− 1 n÷uds internes,et qui véri�e les propriétés suivantes :1. les feuilles sont étiquetées par les arêtes externes a0,1, a1,2, . . . , an−1,n dans 
et ordre de gau
heà droite ;2. la ra
ine est étiquetée par la dernière arête externe an,0 = a0,n, et les autres n÷uds internes6



sont étiquetés par les arêtes internes de la triangulation aj,k, ave
 0 ≤ j < k − 1 < n− 1 ;3. les feuilles du sous-arbre de ra
ine aj,k, s'il existe, sont exa
tement :
aj,j+1, aj+1,j+2, . . . , ak−1,k.Un exemple d'arbre 
orrespondant à une triangulation est donné à la �n de l'énon
é.Expliquer 
omment on peut lire les triangles sur l'arbre ainsi 
onstruit.Donner deux exemples de triangulations sur un polygone ave
 n = 6 et 
onstruire les arbresasso
iés. Comment se représente le 
as où le triangle (0, 1, 6) est dans la triangulation ?Solution 16 Sur l'arbre, 
haque triangle est déterminé par un n÷ud interne et ses deux �ls. Àl'ex
eption de l'arête externe (0, n) toutes les feuilles sont étiquetées par des arêtes externes.Si le triangle (0, 1, n) est dans la triangulation, alors (0, 1) est une feuille dont le père est (0, n)ra
ine de l'arbre et (1, n) est le n÷ud interne qui est le �ls droit de la ra
ine.Question 17 : Donner un exemple où l'un des triangles est 
onstitué de trois arêtes internes (ave

n = 6 ou 7). Dessiner l'arbre asso
ié.Solution 17 Il su�t d'adapter l'exemple de l'énon
é en 
onservant la stru
ture du sous-arbredroit et le triangle interne (4, 6, 8).Question 18 : É
rire une 
lasse Java qui dé
rit la stru
ture d'arbre binaire représentant unetriangulation et une méthode qui véri�e que les étiquettes véri�ent les règles des questions 1 et 2.É
rire une méthode qui liste les triangles internes.Solution 18
lass Noeud {Noeud g, d;int j, k;publi
 Noeud(Noeud g, Noeud d, int j, int k) {this.g = g;this.d = d;this.j = j;this.k = k;}}stati
 boolean estFeuille(Noeud t) {if ( t == null )return true;elsereturn t.g == null; // suffit si on suppose la stru
ture OK// sinon forme 
lassique// t.g == null && t.d == null}stati
 void listerTriangles(Noeud t) {if ( t == null )return;listerTriangles(t.g);if ( !estFeuille(t) )System.out.println(t.g.j+" "+t.g.k+' '+t.d.k);listerTriangles(t.d);} 7



stati
 boolean verifie(Noeud t) {if ( t == null )return false;if ( t.j >= t.k )return false;if ( t.j == t.k-1 )return t.g == null && t.d == null;if ( t.g == null || t.d == null )return false;return verifie(t.g) && verifie(t.d)&& t.j == t.g.j && t.g.k == t.d.j && t.d.k == t.k;}stati
 void listerTrianglesInternes(Noeud t, boolean ra
ine) {if ( t == null )return;listerTrianglesInternes(t.g, false);if ( !ra
ine && !estFeuille(t.g) && !estFeuille(t.d) )System.out.println(t.g.j+" "+t.g.k+" "+t.d.k);listerTrianglesInternes(t.d, false);}Par la suite on supposera que les stru
tures d'arbres représentant les triangulations sont 
orre
tes.Question 19 : Chaque triangle a un 
oût qui est la somme des longueurs de ses arêtes : leslongueurs sont des nombres réels. Le 
oût d'une triangulation est alors la somme des 
oûts de sestriangles.On suppose que la 
lasse pré
édente possède une méthode pour 
al
uler la distan
e (réelle etsymétrique) entre deux sommets, du style Sommet.distan
e(int j,int k). Prendre en 
ompte
e nouveau paramètre et é
rire une méthode qui 
al
ule le 
oût de la triangulation dé�nie par unarbre.Solution 19stati
 double 
out(Noeud t) {if ( estFeuille(t) )return 0;else // suppose stru
ture OKreturn Sommet.distan
e(t.j, t.k)+ Sommet.distan
e(t.g.j, t.g.k)+ Sommet.distan
e(t.d.j, t.d.k)+ 
out(t.g) + 
out(t.d);}Question 20 : En s'appuyant sur la question 2 et sur les exemples de l'énon
é et vos exemples,observer que toute triangulation peut être dé�nie 
omme un pro
essus di
hotomique à partir dela dernière arête a0,n qui étiquette la ra
ine de l'arbre qui 
onsiste à dé�nir le sommet k quidéterminera le triangle 0, k, n de la triangulation, puis ré
ursivement sur les deux sous-polygones
onstruits sur les sommets 0, ..., k et k, ..., n. Montrer sur deux exemples 
omment on dé
omposeun polygone à partir d'un arbre.Solution 20 Il (faut et il) su�t de par
ourir l'arbre dans un ordre quel
onque et de tra
er lesarêtes internes qui sont dé�nies dans les n÷uds internes de l'arbre. C'est la ré
iproque de laquestion 2. 8



Question 21 : On veut maintenant 
al
uler la triangulation de 
oût minimal, ou du moins donnerle 
oût d'une telle triangulation s'il en existe plusieurs.Donner un s
héma logique qui permet de 
ara
tériser une telle 
on�guration et proposer un algo-rithme ré
ursif qui 
al
ule le 
oût de 
ette 
on�guration. Estimer la 
omplexité de 
et algorithme.[On pourra s'inspirer de la formule de ré
urren
e TriangOpt(i, j) = mini<k<j{TriangOpt(i, k) +
TriangOpt(k, j) + CoutT riangle(i, j, k)}.℄Solution 21 Le s
héma logique 
onsiste don
 à appliquer ré
ursivement la formule donnée dansl'énon
é.stati
 double 
outMin(int i, int j) {if ( i >= j-1 )return 0;double min = Double.MAX\_VALUE;for ( int k = i+1 ; k < j ; ++k ) {double 
 = Sommet.distan
e(i, j)+ Sommet.distan
e(i, k)+ Sommet.distan
e(k, j)+ 
outMin(i, k) + 
outMin(k, j);if ( min > 
 )min = 
;}return min;}Le 
oût est exponentiel 
ar il 
orrespond à 
elui de l'énumération des arbres binaires de taille
N − 1, soit le nombre de Catalan 1

N

(

2N−2

N−1

), qui vaut O(4NN−3/2).Question 22 : Donner un algorithme polynomial pour résoudre le problème pré
édent et proposerun 
ode Java pour l'implanter.Solution 22stati
 double 
outMin(int n) {double[℄[℄ 
Min = new double[n+1℄[n+1℄;for ( int j = 1 ; j <= n ; ++j )for ( int i = j-2 ; i >= 0 ; --i ) {
Min[i℄[j℄ = Double.MAX\_VALUE;for ( int k = i+1 ; k < j ; ++k ) {double 
 = Sommet.distan
e(i, j)+ Sommet.distan
e(i, k)+ Sommet.distan
e(k, j)+ 
Min[i℄[k℄ + 
Min[k℄[j℄;if ( 
Min[i℄[j℄ > 
 )
Min[i℄[j℄ = 
;}}return 
Min[0℄[n℄;}Exemple :
9
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     dont les are^tes internes sont en pointille´s
Un polygone avec 9 sommets et une de ses triangulations  L´arbre correspondant
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