Ecole polytechnique — X2010 — INF423 Fondements de I'informatique

Fondements de l'informatique: Examen
Durée: 3h

L’énoncé comporte 4 parties indépendantes, qui pourront étre traitées dans un ordre quel-
conque. En revanche, dans chaque partie, il peut étre utile, dans la réponse a une question,
d’utiliser les questions précédentes! On pourra librement admettre le résultat d’une question pour
passer aux questions suivantes. La difficulté des questions n’est pas une fonction linéaire ni
croissante de leur numérotation.

1 Limites de la logique du premier ordre

Rappels:
e Une théorie T est un ensemble de formules.

e 91 est un modeéle de T signifie que chacune des formules de la théorie est satisfaite dans la
structure 9.

e On dit qu'une structure est finie si son ensemble de base est fini.

Les deux sous-sections qui suivent sont indépendantes.

1.1 La propriété d’'étre un ensemble fini

Soit X une signature du premier ordre, et P une propriété que chaque structure sur ¥ est
susceptible de vérifier ou non.
On dit que la propriété P est aziomatisable s’il existe une théorie T telle que pour toute
structure 91 sur X, I vérifie la propriété P si et seulement si 9 est un modéle de T.
L’objectif est de montrer que la propriété “étre un ensemble fini” n’est pas axiomatisable.

Question 1.1. On considére une signature X avec le symbole = d’arité 2, que [’on suppose
interprété par l'égalité dans chaque structure sur 3.

Montrer que pour chaque entier n, on peut écrire une formule F,, dont les modéles sont les
structures dont l’ensemble de base posséde au moins n éléments.

En déduire que la propriété “étre un ensemble a au moins n éléments” est axiomatisable par
une théorie T' finie.

Question 1.2. Montrer que la propriété “étre un ensemble avec exactement n éléments” est
aziomatisable par une théorie T finie.

Question 1.3. Montrer que la propriété “étre un ensemble infini” est axiomatisable par une
théorie T infinie.

Question 1.4. Prouver que la propriété “étre un ensemble fini” n’est pas axiomatisable par une
théorie T' (on pourra, par l'absurde, considérer une certaine théorie contradictoire).



1.2 Validité dans les structures finies

On rappelle qu'une formule close ¢ du premier ordre est valide si elle est vraie dans toute
structure.

Soit V' l'ensemble des formules closes du premier ordre valides, et soit V F' ’ensemble des
formules closes du premier ordre valides dans toute structure finie.

Question 1.5. Considérons une signature 3 contenant un symbole de fonction unaire f et le
symbole = d’arité 2. Ecrire une formule du premier ordre v sur la signature 3 qui exprime la
condition que si f est injective alors f est surjective.

Question 1.6. En déduire que V et VF ne sont pas les mémes ensembles.
Question 1.7. Expliquez pourquoi V est récursivement énumérable.

Question 1.8. On considére l’ensemble SATF des formules closes ¥ qui sont finiment satisfi-
ables: Y € SATF signifie que dans une certaine structure finie U, 1 est vraie.
Soit F' une formule close. Relier l'appartenance de F' et =F o VF et a SATF.

On ne considére dans la suite que des signatures finies, c¢’est-a-dire avec un nombre fini de
symboles.

Question 1.9. Montrer que SATF est récursivement énumérable.

Question 1.10. Ezpliquez pourquoi le probleme de l’arrét des machines de Turing se réduit au
complémentaire de SATF.

Question 1.11. En déduire que V' F n’est pas récursivement énumérable (ce résultat porte le
nom de Théoréme de Trakhtenbrot).

2 Propriétés des fonctions calculables

On a vu dans le cours qu'un ensemble récursivement énumérable non-vide correspondait a un
ensemble dont on pouvait énumérer les éléments. Cela peut se reformuler en: Soit £ C N un
ensemble récursivement énumérable non-vide. Il existe une fonction calculable f : N — N qui
énumere E: c’est-a-dire telle que E = {f(z)|x € N}.

Question 2.1. Supposons que E C N soit énuméré par une fonction f : N — N calculable
croissante strictement: E = {f(x)|z € N}, avec f(x) < f(x+1) pour tout x. Montrer que E est
décidable.

Question 2.2. Montrer la réciproque: tout ensemble décidable E C N infini est énuméré par
une fonction f: N — N calculable croissante strictement.

Question 2.3. Montrez que tout sous-ensemble récursivement énumérable infini de N contient
un ensemble décidable infini.

3 Equations diophantiennes

Une fonction f : N® — N est dite polynomiale exponentielle si elle peut s’écrire f(x1,...,z,) =t,
ol t est soit x;, soit N, soit t1 * to, soit t1 + to, soit t; — to, soit t1%2, o1 1 <i < n, N € N, et ou
t1 et to sont elles-méme des fonctions polynomiales exponentielles de x1,...,z,. Une fonction
polynomiale exponentielle qui peut se construire sans utiliser le cas ;%2 correspond & une fonction
polynomiale (un polynome).

Par exemple,



o f(z,y,2) = 3x+5y—"T712° est une fonction polynomiale, ot bien entendu 2° est z%z*z* 2%z,
et 3z est x +z+ .

e f(p,qg,m,n) = (p+1)""3 + (¢ +1)""3 — (r + 1)"3 est polynomiale exponentielle.

Lorsque f est polynomiale exponentielle, une équation du type f(z1,z2,...,z,) = 0 est dite
exponentielle diophantienne. Lorsque f est polynomiale, une équation du type f(z1,x2,...,z,) =
0 est dite diophantienne. Dans les deux cas, une solution de ’équation est un n-uplet d’entiers
(a1,...,a,) € N" avec f(ai,...,a,) =0.

Un ensemble A C N est dit ezponentiel diophantien (respectivement: diophantien) s’il
existe un entier m et une fonction polynomiale exponentielle (respectivement: polynomiale)
f N N telle que

(ai,...,an) € Asiet seulement si 31 € N,... 3z, €N f(ay,...,an,21,...,25) =0.
Par exemple:
e L’ensemble des entiers z tels qu'il existe ¥, z avec 3z + 5y — 712> = 0 est diophantien.
e L'ensemble {z,y, 2|3k € N zF 4 ¢* = 2¥} est exponentiel diophantien.

e Pour k fixé, I'ensemble {x,y, z|z* + y* = 2*} est diophantien.

3.1 Equations diophantiennes et calcul propositionnel

Question 3.1. Quelles sont les solutions de I’équation diophantienne (1 —x)? 4+ (1 —y)?2 =07

On dit qu’'une fonction polynomiale f(z1,...,x,) représente une formule du calcul proposi-
tionnel ¢ sur les variables propositionnelles x1, ..., x,, si

e pour tout x1,...,z, € {0,1}", f(x1,...,2,) vaut 0 ou 1.

e les solutions de I’équation diophantienne f(x1,...,z,) = 1 sont exactement les x1,...,x, €
{0,1}™ qui rendent ¢ vraie (en interprétant 0 par faux, et 1 par vrai).

Question 3.2. Quel est la formule propositionnelle représentée par la fonction polynomiale = +
y—xxy?

Question 3.3. Proposer une fonction polynomiale qui représente la formule propositionnelle
—x7.

Question 3.4. Montrer que pour toute formule propositionnelle sur les variables {x1,...,xn},
il existe une fonction polynomiale qui la représente.

3.2 Systémes d’'équations

Question 3.5. Supposons que l'on ait un systéme d’équations (respectivement: exponentielle)
diophantiennes fi(x1,...,2n) =0, fo(x1,...,25) =0, ..., fr(x1,...,2,) = 0. Montrer que les
solutions du systéme correspondent aux solutions d’une unique équation (respectivement: expo-
nentielle) diophantienne f(xy,...,zy) = 0.



3.3 Codage de quelques relations élémentaires

On va chercher a coder des suites de bits dans des entiers. On va utiliser ’astuce suivante: une
suite ag, ai, ..., a, € {0,1}""! peut se coder par entier > I, a;2°.

Question 3.6. On admettra que U'ensemble des (k,n,m) tels que m = (Z) = #]J)'k' est un

sous-ensemble de N> qui est exponentiel diophantien: trés précisément, on admettra que l’on peut
construire une fonction polynomiale exponentielle BINOM (m,n, k,y1,y2,y3) telle que m = (Z)
si et seulement s’il existe trois entiers yi,y2,ys avec BINOM (m,n,k,y1,y2,y3) = 0.

Soient ag,ai,...,a, € {0,131 et by, by,...,b, € {0,1}"*! deuz suites de n + 1 bits. On
considere les codages a et b de ces suites.

On note a < b pour V0 < i <n, a; <b;.

On admettra que a < b si et seulement si (2) =% o

(= est 1mpair.

Montrer que la relation a < b (vue comme un sous-ensemble de N?) est exponentielle dio-
phantienne.

3.4 Théoréme de Davis-Putnam-Robinson

On s’intéresse dans cette section & prouver le théoréme de Davis-Putnam-Robinson:
e Tout ensemble récursivement énumérable A C N™ est exponentiel diophantien.

Le principe de la preuve est de montrer que ’on peut exprimer les exécutions d’une machine
4 deux compteurs avec une équation exponentielle diophantienne.

Rappelons le principe d’une machine & deux compteurs z; et zo. Initialement, o = 0 et
21 € N est I'entrée z. Une telle machine comporte un nombre fini n d’instructions. Pour
i € {l,...,n}, I'instruction ¢ est de 'une des formes

1. Incr(c, 7) qui incrémente x. puis va a 'instruction j # i;
2. Decr(c, j) qui décrémente z. s’il n’est pas nul, puis va a linstruction j # i;

3. IsZero(c, j, k) qui teste si x. est nul, va a U'instruction j # i si c’est le cas, et a I'instruction
k # i sinon (on supposera que j # k);

4. Halt qui arréte le calcul.

Question 3.7. Peut-on décider si une machine a compteurs termine avec tous ses compteurs a
0?

Pour prouver le théoréme de Davis-Putnam-Robinson, nous allons commencer par encoder

I’exécution d’une machine & deux compteurs comme une matrice d’entiers.
Prenons un exemple: la machine avec le programme suivant:

1. IsZero(1,4,2)
2. Decr(1,3)
3. IsZero(2,1,4)
L’ex'écliﬂf)n compléte de la machine sur 1 = 2, 29 = 0 peut se décrire par la matrice suivante,

dont:

e les colonnes correspondent au temps ¢ (¢ croissant correspond aux colonnes de la droite
vers la gauche);

e et les deux premiéres lignes aux valeurs des compteurs x1, x2;



e et puisque le programme plus haut contient 4 instructions (1., 2., 3. et 4.), les 4 lignes
suivantes & des 0 et des 1, avec un 1 si et seulement si I'instruction correspondante est

effectuée.

7 6 5 4 3 2 1 0=t

00 0 1 1 1 2 2=z,
0 0 00O 0 0 0 0=z
01 0 0 1 0 0 1=dgy
0 0 01 0 0 1 0=igy
001 0 0 1 0 0=i3y
1 0 0 0 0 0 0 0=tiay

Encore plus précisément: les deux premiéres lignes représentent la valeur des compteurs avant
I’étape t, en considérant que la premiére étape est t = 0. Par exemple, x; posséde la valeur 2
avant 'étape 0 et 1 (c’est-a-dire, z1; = 2 pour t = 0 et ¢ = 1). Il possede ensuite la valeur 1
avant ’étape 2 et 3. Etc. Les lignes ¢ indiquent quelle est 'instruction exécutée a ’étape t. Par
exemple, & I’étape 0, l'instruction 1. (c’est-a-dire IsZero(1,4,2)) est exécutée, et donc i1 vaut 1,
et dans I’étape 2, I'instruction 3. (c’est-a-dire IsZero(2,1,4)) est exécutée, et donc iz = 1.

Etant donnée une machine & 2 compteurs et n instructions, le but est maintenant de construire
des équations exponentielles diophantiennes bien choisies qui vérifient si une matrice a n+2 lignes
représente une exécution de la machine.

Pour cela, nous allons représenter une telle matrice par n + 2 entiers x1,x2,%1,%2,..., .
Ces n + 2 entiers seront une solution des équations si et seulement si la matrice représente une
exécution de la machine.

Chacun de ces n + 2 entiers code une ligne de la matrice. Par exemple, la ligne du compteur
x1, c’est-a-dire la ligne (z1,);, va étre représentée par 'entier

Y
— bt
xr1 = T1,t0,
t=0

ol b est un entier plus grand que tous les nombres dans la matrice, et y = 7 est le temps de
calcul.
En faisant ainsi pour chaque ligne, la matrice précédente devient

0xb” 408 +0%b7+ 15b* + 1503+ 1xb2 4+-2xb+2 =11
0%b” +0xb0+0%b° +0%b*4+-0%b3+0xb% +0xb+0 —x
0xb7+1xb5+0%b° +0xb*+ 1xb3+0%b%2+0xb+1 =14
057 +0%b8+0xb° + 1xb* +0%b34+-0%b> + 1xb+0 =i
0xb” 405+ 1%b°+0%b* +0%b> + 1xb2 +-0xb+0 =13
1xb”+0xb0+0xb°+0xb* +0xb3 +0%b%2+0%b+0 =iy

En faisant ainsi, toute la matrice se représente donc par les valeurs de 6 entiers, les entiers
x1,T2,11,19,13,14. Dans le cas général, si ’on a 2 compteurs et n instructions, on a besoin de 1,

T2, €t i1, 12, ..., in, sOit n + 2 entiers.
Nous allons maintenant, pour une machine donnée, produire les équations exponentlelles
diophantiennes sur les variables x (la donnée d’entrée), y (le nombre d’étapes), x1, x2, 11,42, ,in

et b, dont les solutions représentent ’exécution de la machine sur 'entrée z.

Tout d’abord, on choisit une base b suffisamment grande: on pose ’équation exponentielle
diophantienne b = 22T¥+n,

On a besoin d’un entier U dont la représentation en base b est une liste de 1 de longueur y:
il suffit d’écrire ’équation 1 4+ bU = U + b?: en effet, le nombre oY1 +b¥=2 4+ ... + b+ 1 satisfait
cette équation et c’est le seul.

On peut alors exprimer beaucoup de faits & partir de formules construites a partir des entiers
x; et des entiers ij, z, y, b, U et de < (la relation < est définie dans la question 3.6).



Question 3.8. Soit 1 <1 <n. A l'aide de <, écrire une relation entre iy et U qui impose que
tous les coefficients de i; doivent étre des 0 ou des 1.

On peut exprimer le fait qu’a chaque moment au plus une instruction est effectuée: il suffit
d’ajouter équation U = " | i;: cette équation impose qu’il y a exactement un 1 sur chaque
colonne pour les 7; (il ne peut pas y avoir de retenue, car b > n). En ajoutant I’équation 1 < iy,
on garantit que la premiére instruction est celle de numéro 1, et en ajoutant 4,, = b1, que la
derniére est celle de numéro n (on peut supposer sans perte de généralité que c’est la seule avec
I'instruction Halt).

On peut aussi exprimer le fait qu’une instruction du type Incr(c, j), va a l'instruction j une
fois terminée: il suffit d’écrire bi; < i; pour chaque instruction numéro [ du type Incr(c, j):
remarquez comment on utilise le fait qu’une multiplication par b correspond & une décalage vers
la gauche.

Question 3.9. Ezprimer le fait que Uinstruction | du type IsZero(c, j, k) va a Uinstruction j ou
a Uinstruction k une fois terminée

(on exprimera uniquement cette contrainte sur le séquencement des instructions: c’est-a-dire
que si l'on exécute linstruction [, alors on exécute au temps suivant soit l'instruction j soit
Uinstruction k, sans s’intéresser a exprimer le test sous-jacent nécessaire sur le compteur x.).

Question 3.10. Expliquer pourquoi on peut supposer sans perte de généralité que [’on consideére
des programmes de machines a compteurs tels qu’a chaque fois que Decr(c,j) est exécutée, le
compteur x. vaut une valeur entiére > 1: linstruction décrémente alors x., puis va a l’instruction

J# i
Question 3.11. Exprimer le fait que les instructions d’incrémentation et de décrémentation
modifient les compteurs de la facon appropriée.

On admettra que I'on peut aussi écrire que chaque instruction [ du type IsZero(c, j, k) va a
I'instruction k si z. # 0 par une équation exponentielle diophantienne.

Question 3.12. En déduire le théoréeme de Davis-Putnam-Robinson: tout ensemble récursive-
ment énumérable A C N" est exponentiel diophantien.
3.5 Equations diophantiennes
On admettra le résultat suivant di & Matiyasevich:
e Théoréme de Matiyasevich: L’ensemble des entiers u, v, w tels que u = v" est diophantien.

Question 3.13. En admettant le théoréeme de Matiyasevich, démontrer que tout ensemble récur-
siwvement énumérable est diophantien.

4 NP-complétude

4.1 Partition d’ensembles

On veut prouver que le probléme de décision suivant est NP-complet.

Partition d’ensemble

Données : Un ensemble S de n éléments, un ensemble P de parties de S.

Réponse : Décider si I'on peut partitionner S en deux sous-ensembles S7 et Sy tels qu’aucun
élément de P ne soit inclus dans un des deux sous-ensembles S et S57

Par exemple, considérons

o S=1{1,2,3,4,5,6}



o P={{1,4},{1,3,6},{2,5},{3,5,6},{3,4}}

Sur cette instance, la réponse doit étre positive, car on peut considérer la partition suivante
de S: S1 ={1,2,3} et So = {4,5,6}. Avec cette partition, aucun élément de P est inclus dans
S1 ou dans Sy: en effet, {1,4} Z Sy, {1,4} < So, {1,3,6} £ S1, ..., {3,4} € So.

Question 4.1. Montrer que le probléme Partition d’ensemble est dans NP.

Question 4.2. Montrer que le probléme Partition d’ensemble est NP-difficile.

Indications : On peut par exemple encoder une instance du probléme 3SAT comme un probléme
Partition d’ensemble: si U est I’ensemble des variables de l’instance de 3SAT et leurs négations,
on construira l’instance correspondante du probléme Partition d’ensemble en prenant S = U U
{FAUX?}. A vous de trouver P, et de montrer [’équivalence entre les deux probléemes.

4.2 Equations diophantiennes

Question 4.3. Formuler un ou des probléemes NP-complets a propos des équations diophanti-
ennes, en utilisant les résultats de la section 3.1.



