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Démonstrations

Lobjectif de ce chapitre est de commencer a aborder la question fondamentale
suivante : qu’est-ce qu'une démonstration?

Pour cela, plus précisément, on va se focaliser dans ce chapitre sur le probleme
suivant : on se donne une formule propositionnelle F, et on veut déterminer si F est
une tautologie. Une tautologie est aussi appelée un théoréme. On dit encore que F
est valide.

Cela va nous amener a décrire des algorithmes particuliers.

1 Introduction

Une premiere méthode pour résoudre ce probléme, qui est celle que nous avons
utilisée dans le chapitre précédent, est la suivante : si F est de laforme F(p1,:-+, pn),
on teste pour chacune des 2" valuations v, i.e. pour les 2" fonctions de {1,2,...,n}
dans {0, 1}, si v est bien un modele de F. Si c’est le cas, alors F est une tautologie.
Dans tout autre cas, F n’est pas une tautologie. Il est facile de programmer une telle
méthode dans son langage de programmation favori.

La bonne nouvelle est que cette méthode existe : le probleme de déterminer si
une formule est une tautologie, est décidable, en utilisant la terminologie que nous
verrons dans les chapitres suivants.

Remarque 1 Cette observation peut sembler étrange et quelque part se contenter de
peu, mais nous verrons que lorsque l'on considere des logiques plus générales, méme
tres simples, cela devient problématique : il n'existe pas toujours d’algorithme pour
déterminer si une formule F est une tautologie.

Cependant, cette méthode est particulierement inefficace. Elle a 'inconvénient
majeur de garantir que lorsque F est une tautologie, on fera 2" fois un test du type
“la valuation v est-elle un modele de F?” Lorsque n est grand, 2" explose tres vite :
si 'on peut effectivement programmer la méthode, le programme obtenu sera en
pratique inutilisable, car prenant un temps énorme, dés que 'on considérera des
formules F avec un grand nombre de variables.

Revenons alors a notre probleme : on peut se dire que dans le raisonnement
classique en mathématique, la méthode usuelle pour prouver qu’'une assertion est
un théoréme est de la démontrer.



Si 'on veut faire mieux que la méthode exhaustive précédente, il y a essentiel-
lement deux angles d’attaque. Le premier angle d’attaque est de chercher a s’ap-
procher de la notion de démonstration dans le raisonnement usuel : des méthodes
de preuve dans 'esprit de la section suivante apparaissent. Le deuxiéme angle d’at-
taque est de chercher a produire des algorithmes le plus efficace possible : des mé-
thodes comme les preuves par résolution ou méthodes par tableaux plus algorith-
miques apparaissent alors.

En général, on s’attend a ce qu'une méthode de preuve soit toujours valide: elle
ne produit que des déductions correctes. Dans tous les cas se pose la question de la
complétude : est-ce que tous les théorémes (tautologies) sont prouvables?

Dans ce qui suit, on présentera quatre systemes de déduction valides et com-
plets : les méthodes a la Hilbert, la déduction naturelle, 1a méthode par résolution
et la méthode des tableaux. On ne prouvera la validité et la complétude que de la
méthode des tableaux. A chaque fois nous noterons par - la notion de preuve sous-
jacente : THF signifie que la formule F se prouve a partir de 'ensemble de formules
propositionnelles T.Onnote T'si@ - T.

A priori, il faudrait un symbole différent - pour chaque notion de démonstra-
tion.

Cependant, les théoremes de complétude et de validité qui suivent prouvent
qu’en fait a chaque fois, ce qui est prouvable pour chaque notion de démonstra-
tion est exactement la méme chose, c’est-a-dire exactement les tautologies du calcul
propositionnel.

Enrésumé: le symbole |= etle symbole - désignent exactement la méme notion :
pour chacune des variantes de - évoquées dans ce qui suit, on a - F si et seulement
si |= F, c’est-a-dire si et seulement si F est une tautologie.

2 Démonstrations a la Frege et Hilbert

Dans ce systéme de déduction, on part d'un ensemble d’axiomes, qui sont des
tautologies, et on utilise une unique regle de déduction, le modus ponens, aussi ap-
pelé coupure, qui vise a capturer un type de raisonnement tout a fait naturel en ma-
thématique.

Laregle du modus ponens dit qu’a partir de la formule F et d'une formule F = G,
on déduit G.

Graphiquement :
F (F=>G)

G

Exemple 2 Par exemple, a partir de (AN B) et de (AN B) = C on déduit C.

On considere alors un ensemble d’axiomes, qui sont en fait des instances d'un
nombre fini d’axiomes.

Définition 3 (Instance) On dit qu'une formule F est une instance d'une formule
G si F s'obtient en substituant certaines variables propositionnelles de G par des
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Lformules F;. J

Exemple 4 La formule ((C = D) = (A = (C => D))) est une instance de (A =
(B = A)), en prenant (C = D) pour A, et 7 A pour B.

-

Définition 5 (Axiomes de la logique booléenne) Urn axiome delalogique boo- h
léenne est nw'importe quelle instance d’'une des formules suivantes :

1. (X1=>X2=> X1)) (axiome 1 pour l'implication);
2. (X1 = X2 = X3)) = (X1 = X2) = (X1 = X3)) (axiome 2 pour
Uimplication);
3. (X1 =1X) (axiome 1 pour la négation);
4. (X => X)) (axiome 2 pour la négation);
5 (X1=X)= (X, > X)) (axiome 3 pour la négation);
6. (X1 =(X2= (X1 A X)) (axiome 1 pour la conjonction);
7. (XinX)=Xy) (axiome 2 pour la conjonction);
8. (XiNnX)=>Xy) (axiome 3 pour la conjonction);
9. (X;j=(X1VX) (axiome 1 pour la disjonction);
10. (X, = (X1 V X)) (axiome 2 pour la disjonction);

¢ 11. (X3 VX)) A (X = C)A(Xe = C) = C) (axiome 3 pour la disjonction). )

On obtient une notion de démonstration.

Définition 6 (Démonstration par modus ponens) Soit T un ensemble de for-
mules propositionnelles, et F une formule propositionnelle. Une preuve (par
modus ponens) de F a partir de T est une suite finie Fy, F», - -+, F,, de formules
propositionnelles telle que F,, est égale a F, et pour tout i, ou bien F; est dans T,
ou bien F; est un axiome de la logique booléenne, ou bien F; s'obtient par modus
ponens a partir de deux formules F;, F avec j <ierk <i.

On note THF si F est prouvable (par modus ponens) a partir de T. On note - F
si @ - F, et on dit que F est prouvable (par modus ponens).

Exemple 7 SoitF, G, H trois formules propositionnelles. Voici une preuve de (F =
H) a partir de{(F = G),(G=> H)} :

— F:(G=> H) (hypothese);
— F:((G=> H) > (F= (G> H))) (instance de l'axiome 1.);
— F3:(F=(G> H)) (modus ponens a partir de Fy et F»);
— F:(F=>(G>H)>(F=>G) > (F=> H))) (instancede l'axiome?2.);
— F5:((F=>G)> (F> H)) (modus ponens a partir de F3 et Fy);

— F:(F=>06) (hypothese);



— F;:(F> H) (modus ponens a partir de Fg et Fs).

Exercice 1 (corrigé page[237) Prouver (F = F).

Dans les exercices suivants, on pourra utiliser les exercices précédents pour ré-
soudre chacune des questions.

Exercice 2 (corrigé page[237) [Theoréme de la déduction] Soit T une fa-
mille de formules propositionnelles, et F, G deux formules propositionnelles.
Montrer que T + F = G est équivalenta T U{F} - G.

Exercice 3 (corrigé page[238) Prouver les assertions suivantes :
— TU{F}F G est équivalenta T U{~G} - —F.
— SionaalafoisT+FetThF—F,alorsonaT & G pour toute formule
G.

Exercice 4 (corrigé page[238) Prouver que {(~G = G)} - G, pour toute for-
mule G.

Exercice 5 (corrigé page[238) Prouver que si I'on a a la fois T U{F} + G et
Tu{~F}+GalorsonaTl G.

Exercice 6 Prouver les assertions suivantes :
— {F}F-~F
— {EGIFFVG
— {"FIF2(FAG)
— (GIE(FAG)
— {F}FFVvG
— {GIFFVG
— {7"E7GIE=(FVG)
— {°FIF(F=>G)
— {GIF(F=>G)
— {EGI-(F=>G)
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Exercice 7 Pour v une fonction partielle de {X;} dans {0, 1}, on pose
Ty = {X;lv(X;) = 1} U {7 X;v(X;) = 0}

Montrer que pour toute formule H dont les variables sont parmi le domaine
deV, la relation v |= H entraine Ty + H et la relation v |~ H entraine Ty =
-H.

Cette méthode de preuve est valide : en vérifiant que les axiomes sont des tauto-
logies, il est facile de se convaincre par récurrence sur la longueur n de la preuve du
résultat suivant :

Théoreme 8 (Validité) Toute formule propositionnelle prouvable est une tau-
tologie.

Ce qui est moins trivial, et plus intéressant est la réciproque : toute tautologie
admet une preuve de ce type.

( Théoreme 9 (Complétude) Toute tautologie est prouvable (par modus ponens). )

Nous ne donnerons pas la preuve de ce résultat, en la faisant correspondre a
I'exercice suivant :

Exercice 8 Prouver ce résultat en utilisant les exercices précédents : la clé
est d'utiliser la possibilité de raisonner par cas (exercice[5) et I'exercice[7] qui
fait le lien entre sémantique et syntaxe.

On vient de décrire un systeme de déduction qui est tres proche de la notion
usuelle de preuve en mathématique. Cependant, ce systéme n’est pas facilement
exploitable pour construire un algorithme qui déterminerait si une formule F est
une tautologie.

Il est facile de s’en convaincre en tentant de faire les exercices précédents.

3 Démonstration par déduction naturelle

3.1 Regles dela déduction naturelle

La notion de démonstration précédente est en pratique difficile a utiliser. En ef-
fet, dans le systeme précédent, on se contraint quelquepart de garder les hypotheses
tout au long de la démonstration. On ne peut donc pas facilement traduire une
forme de raisonnement pourtant courante : nous voulons démontrer que A = B,
supposons A et démontrons B sous cette hypothése. Cette remarque méne a intro-
duire une notion de couple formé d'un ensemble fini d’hypotheses, et d'une conclu-
sion. Un tel couple est appelé un séquent.

On considere dans cette section que les propositions incluent aussi L, interprété
par faux, et T interprété par vrai.



Définition 10 (Séquent) Un séquent est un coupleT' + A, ot T est un ensemble
fini de propositions et A est une proposition.

Les régles de déduction de la déduction naturelle sont alors les suivantes :
T 2 axiome pour chaque AeT

TET T-intro

'L 1s
A 1-élim
IT'FATHB
I'AAB
I'AAB
A
I'AAB
I'-B
A
I'AvB
I'+B
I'AvB
I'AvB TAFC T,BFC
T'+C
I,A-B
I'A=>1B
THFA=>B TFA
T'B
IAFL1
I'—-A
T'FA TEDA
'L

A-intro

A-€lim

A-€lim

V-intro

V-intro

V-€élim
=-intro

=-élim
=-intro

—-élim

TEAVoA tiers exclu

Les regles T-intro, A-intro, v-intro, =-intro, —-intro, V-intro et 3-intro sont ap-
pelées des regles d’introduction et les régles L -élim, A-élim, v-élim, =-élim, —-élim,
V-élim et 3-élim des regles d’élimination. Les regles de la déduction naturelle sont
donc classées en quatre groupes : les regles d'introduction, les régles d’élimination,
la régle axiome et la régle tiers exclu.

Une démonstration d'un séquent I' - A est une dérivation de ce séquent, c’est-
a-dire un arbre dont les nceuds sont étiquetés par des séquents dont la racine est
étiquetée par I' - A, et tel que si un nceud est étiqueté par un séquent A - B, alors
ses enfants sont étiquetés par des séquents Z; F Cy,..., 2, F Cj, tels qu'il existe une
regle de déduction naturelle, qui permet de déduire A+ Bde 2, - Cy,..., 2, F Cy.

Un séquent I' - A est donc démontrable s'il existe une démonstration de ce sé-
quent.
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3.2 Validité et complétude

On peut prouver les résultats suivants :

( Théoreme 11 (Validité) Pour tout ensemble de formules T' et pour toute for- h

L mule A, siT = A est prouvable, alors A est une conséquence deT'.

J

~

( Théoreme 12 (Complétude) Soit I' un ensemble de formules. Soit A une for-
mule qui est une une conséquence deT .
AlorsT = A est prouvable.

.

4 Démonstrations par résolution

Nous présentons brievement la notion de preuve par résolution. Cette méthode
de preuve est peut-étre moins naturelle, mais est plus simple a implémenter infor-
matiquement.

La résolution s’applique a une formule en forme normale conjonctive. Puisque
toute formule propositionnelle peut se mettre sous forme normale conjonctive cela
n’est pas restrictif.

Remarque 13 Tout du moins en apparence. En effet, il faut étre plus astucieux que
dans le chapitre précédent pour transformer une formule en forme normale conjonc-
tive, si l'on ne veut pas faire exploser la taille des formules et implémenter pratique-
ment la méthode.

On appelle clause une disjonction de littéraux. Rappelons qu'un littéral est une
variable propositionnelle ou sa négation. On convient de représenter une clause ¢
par 'ensemble des littéraux sur lesquels porte la disjonction.

Exemple 14 On écrit donc {p,—q,r} plutétquepv gV r.

Etant donné un littéral u, on note % pour le littéral équivalent a - : autrement
dit, si u est la variable propositionnelle p, 7 vaut —p, et si u est —p, U est p. Enfin on
introduit une clause vide, notée [, dont la valeur est 0 pour toute valuation.

Définition 15 (Résolvante) Soient C;, C, deux clauses. On dit que la clause C
est une résolvante de C, et C, s'il existe un littéral u tel que:

— ueCy;

— Uue Cg,‘

— C estdonné par (Cy \{u}) U (Co\{u}).

Exemple 16 Les clauses {p, q,1} et {—r, s} admettent la résolvante {p, g, s}
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Exemple 17 Les clauses {p, q} et {-p,~q} admettent deux résolvantes, a savoir
{g,—q} et{p,~p}. Les clauses {p} et {~p} admettent la résolvante .

Cela donne une notion de preuve.

Définition 18 (Preuve par résolution) Soit T un ensemble de clauses. Une preuve
par résolution de T est une suite finie Fy,F»,---, F,, de clauses telle que F, est
égale a [, et pour tout i, ou bien F; est une clause dans T, ou bien F; est une
résolvante de deux clauses Fj, F. avec j <i etk <i.

Remarque 19 Le modus ponens, au coeur du systeme de preuve précédent, consiste a
dire qu'a partir de la formule F et d’'une formule (F = G), on déduit G. Si l'on consi-
dere que la formule (F = G) est équivalente a la formule (—F v G), le modus ponens
peut aussi se voir comme dire qu'a partir de la formule F et d'une formule (WFv G), on
déduit G, ce qui ressemble au concept de résolvante : la résolvante de {f} etde {— f, g}
est{g}.

D’une certaine fagon, la résolvante est un modus ponens généralisé, méme si cette
analogie n'est qu'une analogie et une preuve dans un systéeme de preuve ne peut pas se
traduire directement dans l'autre.

Exercice 9 Prouver par résolution

T ={{-p,q,r},{7p, q,s}{p}{st{q} {t}}.

Cette méthode de preuve est valide (sens facile).

Théoréme 20 (Validité) Toute clause apparaissant dans une preuve par résolu-
tion de T est une conséquencede T.

En fait, pour prouver une formule, on raisonne en général dans cette méthode
de preuve plutot sur sa négation, et on cherche a prouver que sa négation est contra-
dictoire avec les hypotheses. La validité se formule alors en général plutot de cette
facon.

Corollaire 21 (Validité) Si un ensemble de clauses T admet une preuve par ré-
solution, alors T est contradictoire.

Elle s’avere complete (sens plus difficile).

Théoreme 22 (Complétude) Soit T un ensemble de clauses contradictoires. Il
admet une preuve par résolution.
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5 Démonstrations par la méthode des tableaux

Nous avons jusque-la uniquement évoqué des systemes de déduction valides et
complets, parfois sans fournir aucune preuve de nos théorémes. Nous allons étu-
dier plus completement la méthode des tableaux. Nous avons choisi de développer
cette méthode, car elle est tres algorithmique et basée sur la notion d’arbre, ce qui
appuiera notre argumentaire récurrent sur le fait que la notion d’arbre est partout
en informatique.

5.1 Principe

Pour simplifier la discussion, on considerera que les formules propositionnelles
ne sont écrites qu’avec les connecteurs 7, A, V,=. La formule (F < G) sera considé-
rée comme une abréviation de la formule ((F = G) A (G = F)).

Supposons que !'on veuille prouver qu'une formule F est une tautologie. Si la
formule F est de la forme (F; A F>), alors on peut chercher a prouver F; et F», et écrire
F,, F,. Silaformule est de la forme (F; v F»), alors on peut explorer deux possibilités,
I'une pour explorer le cas de F; et]'autre pour le cas de F>.

On va ramener toutes les autres possibilités a ces deux configurations, en utili-
sant les lois de Morgan, et quelques équivalences : si la formule F est de la forme
(F) = F,), on va la voir comme (F, v =1F}) et appliquer la regle du v, et si F est de la
forme —1(F, = F»), comme (F) A F,) et appliquer la régle du A. On traite chacun des
autres cas a I'aide des lois de Morgan.

En faisant cela de facon systématique, on va construire un arbre, dont la racine
est étiquetée par la négation de la formule F : autrement dit, pour prouver une for-
mule F, la méthode commence par la négation de la formule F.

Partons par exemple de la formule F suivante que nous cherchons a prouver :

(((pAg)=>1r)=>(p=>1r)Vv(g=>T1).
On part donc de la formule —F, c’est-a-dire de
(((pAag)=1)=>(p=>1r)V(g=>T1)).

— en transformant I'implication —(F; = F>) en la formule équivalente (F; A
—1F,), on obtient (p A q) = r) A~ ((p = r) vV (g = r)) pour se ramener a la
regle du A.

— On applique alors la régle du A : on considére les formules ((p A g) = 1) et
a((p=>r)vig=r).

— On considéere a I'instant d’apres la derniere formule, que ’on peut voir par
les lois de Morgan comme (—(p = r) A (g = 1)) : on lui associe =(p = r) et
—i(g = r) par laréegle du A.

— On considere alors —(p = r), ce qui donne les formules p et —r.

— On obtient alors g et =r a partir de —(g = r).

— Sil'on considére maintenant ((p A q) = 1), que 'on peut voir comme (r vV
(p A q)), on ale choix par la regle du v entre la formule =(p A g) our.

— Le cas de r est exclus par I'étape précédente, ou I'on avait —r.
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— Dans le premier cas, on a encore le choix entre =p ou —1g. Les deux cas sont
exclus parce que I'on avait avant p et g.

Puisque toutes les branches ménent a une contradiction, il n'y a aucune situa-
tion dans laquelle F pourrait étre fausse : on sait alors que F est une tautologie.

Le calcul que I'on vient de faire se représente naturellement par un arbre.

(pag)=>1)=>((p=>1r)vig=>T))

((pAag)=1),~(p=>r)vig=>T))

(p=>1),7(g=>r1)

p,or

Chaque branche correspond a un scénario possible. Si une branche posséde un
sommet étiqueté par une formule A telle que = A apparait plus haut sur la méme
branche (ou I'opposé), alors on cesse de développer cette branche, et on dit que la
branche est close : cela veut dire qu’il y a une contradiction. Si toutes les branches
sont closes, alors on dit que l'arbre est clos, et on sait que tous les scénarios sont

exclus.

Considérons maintenant I'exemple de la formule G donnée par
(pvqg)=(r=(ng="p)).

Avec la méme méthode, on développe un arbre avec comme racine —G.
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“((pvq)= (r=(g="p))
(pvg),~(r=(g="p)
r, (g = p)

_lq, _|_|p

p
p q
Cette fois 'arbre a deux branches. La branche de droite est close. La branche de
gauche n'est pas close, et les variables propositionnelles sur cette branche sont r, g
et p. Sil'on prend une valuation v telle que v(r) =1, v(gq) =0, v(p) = 1, la valuation

donne la valeur 1 a =G, et donc 0 a G. Autrement dit, G n’est pas une tautologie. On
dit que l'arbre est ouvert.

5.2 Description de la méthode

Un tableau est un arbre binaire étiqueté dont les sommets sont des ensembles
de formules propositionnelles et qui est construit récursivement a partir de la racine
sommet par sommet en utilisant un nombre fini de fois deux types de régles : les
regles a et les regles .

On rappelle que pour simplifier la discussion, on considere que les formules
propositionnelles écrites qu’avec les connecteurs 1, A, vV,=. La formule (F & G) est
considérée comme une abréviation de la formule ((F = G) A (G = F)).

Les formules sont découpées en deux classes, la classe « et la classe §, et a
chaque formule on associe inductivement deux autres formules par les regles sui-
vantes :

— Les formules de type a sont les formules du type :

1. a=(AAB):onluiassocie a; = Aet ay = B.

2. a="(AV B) :onluiassocie ;1 = "Aeta, = B.
3. a=-(A= B):onluiassocie a; = Aet oy, = B.
4. == A:onluiassocie a; = as = A.

— Les formules du type § sont les formules du type :
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1. B=-(AAB):onluiassocie f; = 74, B = B.
2. B=(AV B):onluiassocie 8, = A, f, = B.
3. f=(A= B):onluiassocie §; =4, B, = B.

Si B est une branche d’un tableau, on note J B pour I’ensemble des formules qui
apparaissent sur un sommet de B.
Les deux regles de construction d'un tableau sont les suivantes :

1. uneregle a consiste a prolonger une branche finie d'un tableau T par le som-
met étiqueté {a;,a»}, ou a est une formule de type a qui apparait sur un
sommet de B.

2. une regle f consiste a prolonger une branche finie d'un tableau T par deux
fils étiquetés respectivement par {1} et {,}, ou1 B est une formule de type
qui apparait sur un sommet de B.

Remarque 23 Observons que ce n'est pas nécessairement le dernier sommet d'une
branche B qui est développé a chaque étape, mais une formule quelque part sur la
branche.

On dit qu'une branche B est close s'il existe une formule A telle que A et = A
apparaissent sur la branche B. Dans le cas contraire la branche est dite ouverte.
Une branche B est développée si

1. pour toute formule de type @ de UB, a; e UB et a2 € UB.
2. pour toute formule de type f de UB, ; € UB ou 2 € UB.

Un tableau est développé si toutes ses branches sont soit closes, soit dévelop-
pées. Un tableau est clos si toutes ses branches sont closes. Un tableau est ouvert s'il
possede une branche ouverte.

Finalement, un tableau pour une formule A (respectivement pour un ensemble
de formules X) est un tableau dont la racine est étiquetée par {A} (respectivement
par {A|A€X}).

5.3 Terminaison de la méthode

Observons tout d’abord que 'on peut toujours appliquer des régles a ou £ jus-
qu’a obtenir un tableau développé.

Proposition 24 Si X est un ensemble fini de formules, alors il existe un tableau
développé (et fini) pour X.

Démonstration: Cela se prouve par récurrence sur le nombre n d’éléments de X.

Pour le cas n = 1, observons que la longueur des formules a1, az, B1, et B2 est
toujours inférieure strictement a la longueur de «a et 8. Le processus d’extension des
branches qui ne sont pas closes se termine donc nécessairement aprés un nombre
fini d’étapes. Le tableau obtenu au final est développé, sinon il serait possible de
I'étendre.
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Pour le cas n > 1, écrivons X = {Fj, - -, F,;}. Considérons par hypothese de récur-
rence un tableau développé pour X = {Fy,---, F,_1}. Si ce tableau est clos ou si Fj,
est une variable propositionnelle, alors ce tableau est un tableau développé pour X.
Sinon, on peut étendre toutes les branches ouvertes en appliquant les regles corres-
pondantes a la formule F,,, et en développant les branches obtenues : le processus
termine pour la méme raison que pour n = 1. g

Bien entendu, a partir d'une racine donnée, il ya de nombreuses fagons de construire
un tableau développé.

5.4 Validité

La méthode précédente donne une méthode de preuve.

Définition 25 On dira qu'une formule F est prouvable par tableau s'il existe un
tableau clos avec la racine {—F}. On notera dans ce cas - F.

Exercice 10 Prouver que A est une conséquence de (AV —B) A B) par la
méthode des tableaux, i.e. = (((AV 7 B) A B) > A).

Exercice 11 Prouver que —C est une conséquence de (HA (P v C)) = A) A
H A= AN —P) par la méthode des tableaux.

La méthode est valide.

( Théoreme 26 (Validité) Toute formule prouvable est une tautologie. )

Démonstration: On dira qu'une branche B d'un tableau est réalisable s’il existe
une valuation v telle que v(A) = 1 pour toute formule Ae UB et v(A)=0si—AeUB.
Un tableau est dit réalisable s’il a une branche réalisable.

11 suffit de prouver le résultat suivant :

Lemme 27 Soit T' une extension immédiate du tableau T : c'est-a-dire le ta-
bleau obtenu en appliquant une regle a ou une regle p a T. Si T est réalisable
alors T' aussi.

Ce lemme suffit a prouver le théoréme : si F est prouvable, alors il y a un tableau
clos avec = F comme racine. Cela veut dire que pour toute branche, il y a une formule
Atelle que A et = A apparaissent sur cette branche, et donc aucune des branches de
T n’est réalisable. Par le lemme, cela veut dire que I'on est parti initialement d’'un
arbre réduit au sommet étiqueté par = F qui n’était pas réalisable. Autrement dit, F
est une tautologie.

Il reste a prouver le lemme. Soit B une branche réalisable de T, et soit B’ la
branche de T qui est étendue dans T'. Si B # B, alors B reste une branche réali-
sable de T. Si B = B, alors B est étendue dans T’,
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1. soit en une branche B, par 'application d'une régle a;
2. soit en deux branches Bg, et Bg, par I'application d'une regle §.

Dans le premier cas, soit a la formule utilisée par la regle, et v une valuation
réalisant B : de v(a) = 1, on déduit v(a;) =1 et v(az) =1 : donc v est une valuation
qui réalise By et le tableau T est réalisable.

Dans le second cas, soit § la formule utilisée par la regle : de v(f) = 1, on déduit
qu’au moins une des valeurs v(f) et v(f,) vaut 1 : donc v réalise I'une des branches
Bg, et Bg,, etle tableau T" est réalisable. O

5.5 Complétude

La méthode est complete : en d’autres termes, la réciproque du théoréme précé-
dent est vraie.

( Théoreme 28 (Complétude) Toute tautologie est prouvable. )

Corollaire 29 Soit F une formule propositionnelle.
F est une tautologie si et seulement si elle est prouvable.

Le reste de cette sous-section est consacré a prouver ce théoreme.

Remarquons tout d’abord que si B est une branche a la fois développée et ou-
verte d'un tableau T, alors 'ensemble [ B de formules qui apparaissent dans B a les
propriétés suivantes :

1. il n'y a aucune variable propositionnelle p telle que p € [UB et telle que = p €
UB;

2. pour toute formule o e UB, a1 e UB etas € UB;

3. pour toute formule S UB, f; e UB ou 2 € UB.

Lemme 30 Toute branche développée et ouverte d'un tableau est réalisable.

Démonstration: Soit B une branche développée et ouverte d'un tableau 7. On
définit une valuation v par :

1. sipeUB, v(p)=1;

2. sinpeUB, v(p)=0;

3. sipgUB et 7p ¢JB, on pose (arbitrairement) v(p) = 1.

On montre par induction structurelle sur A que : si A € JB, alors v(A) =1, et si
—AeUB, alors v(A) =0.

En effet, c’est vrai pour les variables propositionnelles.

Si A est une formule a, alors a; € UB et ay € UB : par hypothese d’'induction,
v(ay) =1, v(az) =1, etdonc v(a) = 1.

Si A est une formule S, alors f; € UB ou f, € UB : par hypothése d’induction,
v(B1) =1ouv(B) =1,etdonc v(B) =1. (]
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Proposition 31 S'il existe un tableau clos avec = A comme racine, alors tout ta-
bleau développé avec la racine — A est clos.

Démonstration: Par 'absurde : soit T un tableau ouvert et développé avec la
racine -4, et B une branche ouverte de T. Par le lemme précédent, B est réalisable,
et puisque A est dans B, - A est satisfiable. A n’est donc pas une tautologie, et donc
n’est pas prouvable par tableau : il n'y a donc pas de tableau clos avec la racine 7 A.
g

On a enfin tous les ingrédients pour prouver le théoreme

Supposons que A ne soit pas prouvable par tableau, et soit T un tableau déve-
loppé avec la racine = A : T n’est pas clos. Comme dans la preuve précédente, si B
est une branche ouverte de T, alors B est réalisable, et donc — A est satisfiable : au-
trement dit, A n’est pas une tautologie.

5.6 Une conséquence du théoréme de compacité

Définition 32 On dira qu'un ensemble X de formules est réfutable par tableau
s’il existe un tableau clos avec la racine X.

Corollaire 33 Tout ensemble X de formules qui nwest pas satisfiable est réfutable
par tableau.

Démonstration: Par le théoreme de compacité, un ensemble de formules ~ qui
n’est pas satisfiable posséde un sous-ensemble fini Xy qui n'est pas satisfiable. Cet
ensemble fini de formules a une réfutation par tableau, i.e. il y a un tableau clos avec
la racine X. Ce tableau donne aussi un tableau clos avec la racine X. O

6 Notes bibliographiques

Lectures conseillées Pour aller plus loin sur les notions évoquées dans ce chapitre,
nous suggérons la lecture de [Cori & Lascar, 1993], de [Mendelson, 1987] pour les
méthodes de preuve basées sur le modus ponens, de [Stern, 1994] pour une présen-
tation simple des méthodes de preuve basées sur la résolution, et pour la méthode
des tableaux nous renvoyons a [Lassaigne & de Rougemont, 2004] et [Nerode & Shore, 1997].

Bibliographie Ce chapitre a été rédigé en s’inspirant essentiellement du livre
[Cori & Lascar, 1993], de [Dehornoy, 2006] pour la partie sur les méthodes preuves
basées sur le modus ponens, de [Stern, 1994] pour la présentation de la preuve par
résolution. La partie sur la déduction naturelle est prise de [Dowek, 2008]. La section
sur la méthode des tableaux est reprise de [Lassaigne & de Rougemont, 2004].
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