
Chapitre 1Le tri1.1 Le triAu 
hapitre pré
édent, nous avons vu qu'une règle, pour a

éder rapidementà des données, est de les représenter dans une stru
ture, tableau, liste ou arbre,ordonnée. Cela généralise l'idée qu'il vaut mieux ordonner les mots dans undi
tionnaire, les noms dans un annuaire ou les livres dans une bibliothèque,pour les retrouver rapidement. Un problème lié à la re
her
he en table est don

elui de la 
onstru
tion de stru
tures ordonnées : le tri.Une relation ≤ est une relation de pré-ordre si elle est ré�exive et transitivex ≤ xsi x ≤ y et y ≤ z alors x ≤ zune relation de pré-ordre est une relation d'ordre si elle est antisymétriquesi x ≤ y et y ≤ x alors x = yet elle est totale si deux éléments sont toujours 
omparablesx ≤ y ou y ≤ xUn exemple de relation de pré-ordre qui ne soit pas un ordre est la relationdé�nie sur les 
ouples d'entiers par (x,y) ≤ (x',y') si x ≤ x'. Dans 
e 
as,le 
ouple (1,2) est inférieur au 
ouple (1,3) et vi
e-versa sans que 
es deux
ouples soient égaux.Un algorithme de tri est un algorithme qui s'applique à un tableau 
ontenantdes données sur lesquelles existe une relation de pré-ordre total. Le résultat del'algorithme est un tableau � le même ou un autre � qui 
ontient les mêmeséléments que le tableau initial, ave
 la même multipli
ité, et qui est ordonné,
'est-à-dire tel que t[0℄ ≤ t[1℄ ≤ ... ≤ t[n - 1℄.



2 CHAPITRE 1. LE TRI1.2 Le tri par séle
tion et le tri par insertionL'un des algorithmes de tri les plus simples, l'algorithme de tri par séle
tion,
onsiste à 
her
her un élément minimal dans le tableau et à le permuter ave
 lapremière 
ase. On 
her
he ensuite un élément minimal parmi 
eux qui restent, eton le permute ave
 la deuxième 
ase, et ainsi de suite jusqu'à la �n du tableau.stati
 void sele
t (final int [℄ t, final int n) {for (int i = 0; i < n; i = i + 1) {int min = i;for (int j = i + 1; j < n; j = j + 1) {if (t[j℄ <= t[min℄) min = j;}int z = t[i℄; t[i℄ = t[min℄; t[min℄ = z;}}Dans 
et algorithme on 
onstruit petit à petit le tableau trié.Une alternative 
onsiste à trier petit à petit le tableau initial. C'est le tripar insertion. Quand les k premiers éléments du tableau sont triés, on insère le(k + 1)-ème à sa pla
e, en dé
alant 
eux des éléments déjà triés qui lui sontsupérieurs, et on obtient un tableau dont les k + 1 premiers éléments sont triés.Exer
i
e 1.1 Programmer le tri par insertion en Java.Le tri par séle
tion 
omporte deux bou
les imbriquées dont la première faitvarier un indi
e i de 0 à n - 1 et le se
ond de i + 1 à n - 1. Le 
orps de
ette bou
le est exé
uté (n - 1) + (n - 2) + ... + 1 + 0 fois, soit (n2 -n) / 2 fois. Quand n tend vers l'in�ni, 
ette fon
tion est équivalente à n2 / 2,et don
 à n2 à une 
onstante près. On 
onsidère que l'a

ès à l'élément d'untableau se fait en temps 
onstant, et don
 que le 
orps de la bou
le s'exé
ute entemps 
onstant. Le temps né
essaire pour trier un tableau de taille n ave
 
etalgorithme est don
 équivalent à n2 à une 
onstante près. Cet algorithme estquadratique. On peut démontrer qu'il en est de même pour le tri par insertion.Exer
i
e 1.2 (Le tri par remontée de bulles) Le tri par remontée de bulles
onsiste à par
ourir le tableau et à permuter un élément ave
 son su

esseur
haque fois qu'ils ne sont pas dans le bon ordre. Quand on a �ni le par
ours dutableau, on re
ommen
e. Montrer que n par
ours du tableau su�sent à le trier.Donner un exemple de tableau qui demande n par
ours pour être trié. Montrerque 
et algorithme est quadratique.Programmer le tri par remontée de bulles en Java.1.3 Diviser pour régnerOn peut trouver des algorithmes beau
oup plus e�
a
es pour trier un ta-bleau, mais, pour 
ela, il faut abandonner l'idée de ré
urren
e, qui 
onsiste àtrier un tableau de taille n en se ramenant à un tableau de taille n - 1, pour seramener plut�t à deux tableaux de taille n / 2. Cette variante de la ré
urren
es'appelle diviser pour régner.



1.3. DIVISER POUR RÉGNER 3Comme au paragraphe pré
édent, selon que l'on divise le tableau trié ou letableau à trier, on obtient deux algorithmes di�érents : le tri rapide et le trifusion.1.3.1 Le tri rapideSi l'on divise le tableau trié, on obtient un algorithme appelé le tri rapide. Lepremier élément du tableau à trier s'appelle le pivot. On range tous les élémentsdu tableau inférieurs au pivot à gau
he du tableau, tous les éléments supérieursau pivot à droite et le pivot au milieu. Ces deux parties ont une taille (n - 1)/ 2 en moyenne. Il ne reste plus qu'à les trier l'une et l'autre.stati
 void rapide (final int [℄ t, final int p, final int q) {if (p < q) {int i = p;int j = q;while (i < j) {if (t[i+1℄ <= t[i℄) {int z = t[i℄;t[i℄ = t[i+1℄;t[i+1℄ = z;i = i+1;}else {int z = t[j℄;t[j℄ = t[i+1℄;t[i+1℄ = z;j = j-1;}}rapide(t,p,i-1);rapide(t,i+1,q);}}La fon
tion rapide trie la partie du tableau située entre l'indi
e p et l'indi
e qin
lus. Tout d'abord, si l'intervalle à trier est vide, on n'a rien à faire. Si 
e n'estpas le 
as, il y a au moins une 
ase t[p℄ dans le tableau, 
'est le pivot. On 
lasseles éléments situés entre p + 1 et q en mettant les éléments inférieurs au pivotà gau
he et les éléments supérieurs au pivot à droite. En régime permanent� les éléments p, ..., i - 1 sont inférieurs au pivot,� l'élément i est le pivot,� les éléments i + 1, ..., j restent à 
lasser,� les éléments j + 1, ..., q sont supérieurs au pivot
p          i                  j              qSi l'élément i + 1 est inférieur au pivot, on le permute ave
 le pivot, et on in
ré-mente i, s'il est supérieur, on le permute ave
 l'élément t[j℄ et on dé
rémentej. Ainsi, quand on sort de la bou
le, i est égal à j, la 
ase i 
ontient le pivot,les 
ases p, ..., i - 1 les éléments inférieurs au pivot, et les 
ases i + 1, ..., q leséléments supérieurs. On les trie en appelant ré
ursivement la fon
tion rapide.Pour trier n éléments, ave
 
et algorithme, on doit d'abord exé
uter unebou
le qui demande un temps majoré par a (n + 1) pour une 
ertaine 
onstantea. En 
onsidérant que le temps né
essaire pour exé
uter la bou
le est égal à a(n + 1), on obtiendra un majorant de la 
omplexité. Ensuite on doit trier k



4 CHAPITRE 1. LE TRIet n - 1 - k éléments, où k est un nombre 
ompris entre 0 et n - 1, toutes
es valeurs re
evant la même pondération quand on fait la moyenne. Toutes lesvaleurs de k ayant la même pondération, le temps moyen né
essaire pour trierune liste est
Cn = a (n + 1) +

1

n

n−1∑

k=0

(Ck + Cn−1−k)

Cn = a (n + 1) +
2

n

n−1∑

k=0

CkQuand on 
al
ule (n + 1) Cn+1 - n Cn, la sommation disparaît, et on obtientla relation de ré
urren
e(n + 1) Cn+1 - n Cn = 2 a (n + 1) + 2 Cnd'où on tire
Cn = (n + 1)(C0 + 2 a

n+1∑

k=2

1/k)Comme la série ∑
n

k=1
1/k est équivalente à ln(n) on obtient que Cn est asymp-totiquement équivalent à 2 a n ln(n).Rappelons que 
ette valeur est une majoration du temps moyen né
essairepour trier un tableau. Le temps moyen né
essaire pour trier un tableau est don
asymptotiquement majoré par n ln(n) à une 
onstante près.Cependant, 
e résultat n'est vrai qu'en moyenne, il y a des 
as dans lesquelsle tri rapide est quadratique. C'est en parti
ulier le 
as si le tableau à trierest déjà ordonné. Dans 
e 
as, la partition des n - 1 éléments en deux sous-ensembles est la pire que l'on puisse imaginer : l'une des parties 
ontient les n- 1 éléments et l'autre est vide.1.3.2 Le tri fusionSi au lieu de diviser le tableau trié, on divise le tableau à trier, on obtientun autre algorithme, le tri fusion qui est en n ln(n) dans tous les 
as, maisqui ne semble pas pouvoir se programmer en pla
e, 
'est-à-dire sans utiliser untableau auxiliaire. Cet algorithme utilise don
 deux fois plus de mémoire que letri rapide.Dans le tri fusion, on divise le tableau en deux parties égales, que l'on trieséparément. On obtient alors deux tableaux triés qu'il faut fusionner. Il su�tpour 
ela de 
omparer su

essivement les plus petits éléments des deux tableauxet de séle
tionner le plus petit des deux.stati
 void fusion (final int [℄ t, final int [℄ aux,final int p, final int q) {if (p < q) {int k = (p + q) / 2;fusion (t,aux,p,k);



1.4. INSÉRER EN TEMPS LOGARITHMIQUE 5fusion (t,aux,k+1,q);int r = p;int s = k + 1;for (int m = p; m <= q; m = m + 1) {if (r > k) {aux[m℄ = t[s℄;s = s + 1;}else if (s > q) {aux[m℄ = t[r℄;r = r + 1;}else if (t[r℄ <= t[s℄) {aux[m℄ = t[r℄; r = r + 1;}else {aux[m℄ = t[s℄; s = s + 1;}}for (int m = p; m <= q; m = m + 1) t[m℄ = aux[m℄;}}I
i le temps né
essaire pour trier un tableau de taille n véri�e la relation deré
urren
e Cn ≤ a (n + 1) + 2 Cn/2en supposant que n est une puissan
e de 2 pour éviter les questions d'arrondi.On montre, par ré
urren
e sur n, que 
ette suite est inférieure à 2 a n log
2
(n).En e�et, supposons que 
'est vrai pour n / 2. On aCn ≤ a (n + 1) + 4 a (n / 2) log

2
(n / 2)Cn ≤ 2 a n log

2
(n) - a (n - 1)et don
 Cn ≤ 2 a n log

2
(n)Le temps né
essaire pour trier un tableau de n éléments est don
 asympto-tiquement majoré par n ln(n) à une 
onstante près.1.4 Insérer en temps logarithmiqueUne autre idée pour trier un tableau en temps n ln(n) est de 
onstruire unestru
ture ordonnée en insérant su

essivement les n éléments dans une stru
turevide au départ. Comme on peut insérer un élément en temps logarithmique, dansun arbre équilibré, insérer n éléments demande un temps asymptotiquement ma-joré par n ln(n) à une 
onstante près. Dans une se
onde phase de l'algorithme,on re
her
he et supprime n fois l'élément maximal de 
ette stru
ture. En
oreune fois, 
ela demande un temps asymptotiquement majoré par n ln(n) à une
onstante près. Et on obtient ainsi tous les éléments du tableau dans l'ordredé
roissant.Ce type d'algorithme est parti
ulièrement utilisé ave
 des tas, 
ar 
ommenous l'avons vu, les tas peuvent se représenter par des tableaux. L'algorithmeobtenu s'appelle le tri en tas. En utilisant les fon
tions insert et suppress dela Se
tion ??, le tri en tas se programme ainsi
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 void tas (final int [℄ t, final int n) {for (int i = 0; i < n; i = i + 1) {insert(t,i);}for (int i = n-1; i >=0; i = i - 1) {int a = t[0℄;suppress(t,i);t[i℄ = a;}}Pendant la première phase de l'algorithme, la partie gau
he du tableau
ontient un tas et la partie droite les éléments non en
ore insérés. Pendantla se
onde, la partie gau
he 
ontient un tas, et la partie droite les élémentsdéjà supprimés. Ainsi, 
ontrairement au tri fusion, le tri en tas ne demande pasd'utiliser de tableau auxiliaire : 
'est un tri en pla
e.Le tri en tas demande don
 un temps asymptotiquement majoré par n ln(n)à une 
onstante près � 
ontrairement aux tris par insertion et par séle
tion �dans tous les 
as et non uniquement en moyenne � 
ontrairement au tri ra-pide � et il est en pla
e � 
ontrairement au tri fusion.1.5 La borne inférieurePeut-on faire mieux que n ln(n) et trouver un jour un algorithme plus ra-pide, par exemple un algorithme linéaire dans tous les 
as ? On peut démontrerque 
'est impossible si l'on fait les hypothèses suivantes� le tableau initial peut être n'importe laquelle des permutations du tableautrié,� la seule opération autorisée sur les éléments à trier est la 
omparaisonpour la relation de pré-ordre.En e�et, un tel algorithme devrait fon
tionner pour toutes les relations depré-ordre et don
 en parti
ulier pour toutes les relations d'ordre. S'il est linéaireen la taille du tableau, il e�e
tue un nombre de 
omparaisons inférieur à a n oùn est la taille du tableau et a une 
onstante. Le résultat de 
haque 
omparaisonest un booléen et don
 le nombre de suites de résultats possibles pour 
es 
om-paraisons est inférieur à 2an. Or, pour des valeurs su�samment grandes de n,n ! ≥ 2an et don
, il y a au moins deux permutations di�érentes pour lesquelles
ette suite de résultats est identique. L'algorithme ne peut pas distinguer 
esdeux permutations et exé
ute les mêmes instru
tions pour l'une et pour l'autre.Et si la relation de pré-ordre est une relation d'ordre, dans au moins un de 
esdeux 
as, le résultat n'est pas un tableau trié.Plus généralement, pour pouvoir exé
uter des instru
tions di�érentes pour
ha
une des n ! permutations, le programme doit e�e
tuer au moins log
2
(n !)
omparaisons. Or

log
2
(n!) =

n∑

k=1

log
2
(k)Parmi 
es n termes, (99 / 100) n sont supérieurs à log

2
(n / 100) = log

2
(n)- log

2
(100) et don


log
2
(n !) ≥ (99 / 100) n (log

2
(n) - log

2
(100))



1.5. LA BORNE INFÉRIEURE 7La fon
tion log
2
(n!) est don
 asymptotiquement minorée par (99 / 100) n

log
2
(n), soit n ln(n) à une 
onstante près.Le nombre de 
omparaisons, et a fortiori d'opérations, e�e
tuées par un al-gorithme de tri est don
 asymptotiquement minoré par n ln(n) à une 
onstanteprès. Le tri fusion et le tri en tas sont don
 optimaux à une 
onstante près.Les deux hypothèses 
i-dessus sont né
essaires. On peut 
on
evoir un algo-rithme de tri plus rapide si l'on dispose d'informations sur le tableau initial. Parexemple si on sait qu'il est ordonné, on peut le trier en temps nul. La se
ondehypothèse est également né
essaire : si on sait que les données à trier sont les
oordonnées de n points dont les abs
isses sont 0, ..., n - 1, on peut les trierpar abs
isse 
roissante en temps linéaire, même si les n ! permutations sontpossibles.Exer
i
e 1.3 (L'enveloppe 
onvexe) Les algorithmes de tri sont utilisés dansde nombreux domaines, en parti
ulier en géométrie algorithmique où ils serventpar exemple au 
al
ul de l'enveloppe 
onvexe d'un ensemble �ni de points.

Pour 
al
uler 
ette enveloppe 
onvexe, on 
ommen
e par 
hoisir un p�le P,qui est dans l'enveloppe 
onvexe, mais distin
t de 
ha
un des points. Une ma-nière de 
hoisir 
e point est de 
hoisir un point A dans l'ensemble et de prendrele milieu du segment A B où B est un point de l'ensemble de distan
e minimaleà A. On doit ensuite 
hoisir un point Q de l'ensemble qui fait partie de la fron-tière de l'enveloppe 
onvexe. On peut par exemple prendre un point de distan
emaximale au p�le.Puis on 
al
ule les 
oordonnées polaires de 
ha
un des points en prenantP 
omme p�le et le ve
teur P Q 
omme origine des angles. On trie ensuite lespoints par angle polaire 
roissant. On obtient un tableau t, dont le point Q estné
essairement le premier élément. On ajoute le point Q une se
onde fois à la�n du tableau de manière à fermer la bou
le.



8 CHAPITRE 1. LE TRI
Q

P

Il ne reste plus qu'à par
ourir le tableau pour supprimer les points d'angle né-gatif. On obtient ainsi un polygone 
onvexe qui est la frontière de l'enveloppe
onvexe de l'ensemble initial.É
rire un programme en Java qui dessine l'enveloppe 
onvexe d'un ensemblequel
onque de points.Quelle est la 
omplexité de 
e programme ?


